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Тема 13. Евклидово пространство. Неравенства Коши-
Буняковского и треугольника. Ортогонализация бази-
са. Матрица Грама и ее свойства. Координатное пред-
ставление скалярного произведения в конечномерном 
случае. 

 
Определение и основные свойства евклидова простран-
ства 

 
В произвольном линейном пространстве отсутствуют понятия 

“длины”, “ расстояния”, “ величины угла” и других метрических харак-
теристик. Однако их использование становится возможным, если в 
линейном пространстве дополнительно ввести специальную, опреде-
ляемую ниже операцию. 

 
 

Определение 
13.1. 

Пусть в вещественном линейном пространстве каж-
дой упорядоченной паре элементов x  и y  поставле-

но в соответствие вещественное число ),,( yx  назы-

ваемое скалярным произведением, так, что выполнены 
аксиомы: 

1) );,(),( xyyx =  

2) );,(),( yxyx λ=λ  

3) );,(),(),( 2121 yxyxyxx +=+  

4) 0),( ≥xx , причем 

 oxxx =⇔= 0),( , 

тогда говорят, что задано евклидово пространство E. 
 

Замечание:  аксиомы 1–4 в совокупности означают, что скалярное 
произведение есть билинейный (что следует из аксиом 2 и 
3) и симметричный (следует из аксиомы 1) функционал, 
который, кроме того, порождает положительно опреде-
ленный  квадратичный  (следует из аксиомы 4) функцио-
нал. Любой билинейный функционал, обладающий дан-
ными свойствами, может использоваться в качестве ска-
лярного произведения. 
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Пример 
13.1. 

1°.  Трехмерное геометрическое пространство со ска-
лярным произведением, введенным по правилам 
§ 2.2, является евклидовым. 

 

2°.  Пространство n-мерных столбцов 

nn

yx

η

η
η

=

ξ

ξ
ξ

=
...

;
...

2

1

2

1

 

со скалярным произведением, определяемым по 

формуле ∑
=

ηξ=
n

i
iiyx

1

),( , есть евклидово про-

странство. 
 

3°.  Евклидовым будет пространство непрерывных на 
],[ βα  функций со скалярным произведением 

∫
β

α

τττ= dyxyx )()(),( . 

 
 

Задача 
13.1. 
 
 
Решение. 

Можно ли в трехмерном пространстве
 
скалярное произ-

ведение определить как произведение длин векторов на 
куб косинуса угла между ними? 
 

Нет, нельзя, так как не будет выполняться аксиома 3 опре-
деления 13.1. 

 
 

Определение 
13.2. 

В евклидовом пространстве E  назовем 
 

1) нормой (или длиной) элемента x  число 

x x x= ( , ) ; 

2) расстоянием между элементами x  и y  

число x y− . 
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Замечание:  использование для обозначения нормы элемента ограни-

чителей вида ...  не приводит к каким-либо конфлик-

там с введенными ранее обозначениями, поскольку для 
линейного пространства вещественных чисел норма чис-
ла, очевидно, совпадает с его абсолютной величиной, 
для комплексного числа норма совпадает с его модулем, 
а для линейного пространства геометрических векторов 
– с длиной вектора. 

 
 

Теорема 
13.1 
(неравенство 
Коши–
Буняковского). 

Для любых Eyx ∈,  имеет место неравенство 

( , )x y x y≤ . 

 

 Доказательство. 
 

Для Eyx ∈∀ ,  и вещественного числа τ  элемент Eyx ∈τ− . 

Согласно аксиоме 4 из определения 13.1 

.),(2

),(),(2),(),(0
222

2

τ∀τ+τ−=

=τ+τ−=τ−τ−≤

yyxx

yyyxxxyxyx
 

Полученный квадратный трехчлен неотрицателен для любого τ  
тогда и только тогда, когда его дискриминант неположителен, то 

есть 0),(
222 ≤− yxyx . 

 

Теорема доказана. 
 

 

Задача 
13.2. 

Показать, что неравенство Коши–Буняковского пре-
вращается в равенство тогда и только тогда, когда 
элементы x  и y  линейно зависимы. 

 
 

Следствие 
13.1 
(неравенство 
треугольника). 

Для любых Eyx ∈,  имеет место неравенство 

x y x y+ ≤ + . 
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 Доказательство. 
 
Из аксиом евклидова пространства и неравенства Коши–
Буняковского имеем 

≤++=++=+ ),(),(2),(),(
2

yyyxxxyxyxyx  

222
)(2 yxyyxx +=++≤ , 

откуда в силу неотрицательности чисел x y+  и yx +  по-

лучаем неравенство треугольника. 
 

Следствие доказано. 
 

Отметим, что неравенства Коши–Буняковского и треугольника для 
евклидова пространства из примера 13.1 (2°) имеют вид 
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в то время как для евклидова пространства из примера 13.1 (3°) соот-
ветственно: 
 

∫∫∫
β

α

β

α

β

α

ττττ≤τττ dydxdyx )()()()( 22||  ; 

 

∫∫∫
β

α

β

α

β

α

ττ+ττ≤ττ+τ dydxdyx )()())()(( 222  . 
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Определение 
13.3. 

В евклидовом пространстве E  величиной угла между 
ненулевыми элементами x  и y  назовем число 

],0[ π∈α , удовлетворяющее соотношению 

yx

yx ),(
cos =α . 

 

Из неравенства Коши–Буняковского (теорема 13.1) следует, что 
величина угла существует для любой пары ненулевых элементов в E . 

 
 

Определение 
13.4. 

В евклидовом пространстве E  элементы x  и y  на-

зываются ортогональными, если  0),( =yx . 
 

Заметим, что нулевой элемент евклидова пространства ортогона-
лен любому другому элементу. 

 
 

Ортонормированный базис. Ортогонализация базиса 
 

 

Определение 
13.5. 

В конечномерном евклидовом пространстве nE  ба-

зис },...,,{ 21 neee  называется ортонормированным, 

если .],1[,),( njiee ijji =∀δ=  
 

 

Теорема 
13.2 
(Грама–
Шмидта). 

Во всяком евклидовом пространстве nE  существует 
ортонормированный базис. 

 

 Доказательство. 
 

1°.  Пусть в nE  дан некоторый, вообще говоря, неортогональный 

базис },...,,{ 21 nggg . Построим вначале базис 

},...,,{ 21 neee ′′′  

из попарно ортогональных элементов. Последовательное по-
строение этих элементов будем называть процессом ортого-
нализации базиса. 
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 Возьмем ′ =e g1 1. Элемент ′e2  будем искать в виде 

12122 ege ′α+=′ , 

где 21α  – некоторая константа. Подберем 21α  так, чтобы 

( , )′ ′ =e e1 2 0 , для этого достаточно, чтобы 
 

.
),(

),(
;0),(),(

),(),(

11

21
21112121

1212121

ee

ge
eege

egeee

′′
′

−=α=′′α+′=

=′α+′=′′
 

Заметим, что oe ≠′2 . Действительно, из 

121212122 ggegeo α+=′α+=′=  

следует линейная зависимость g1  и 2g , что противоречит 

условию принадлежности этих элементов базису (см. лемму 
08.2). 
 

2°.  Допустим теперь, что нам удалось ортогонализовать 1−k  

элемент, и примем в качестве ′ek  элемент 

∑
−

=

′α+=′
1

1

k

j
jjkkk ege . 

Потребуем, чтобы 0),( =′′ ik ee  ]1,1[ −=∀ ki , но тогда в 

силу ]1,1[;0),( −==′′ kjee ij  имеем 
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Покажем теперь, что в этом случае ′ ≠e ok . Допустим про-

тивное: ∑
−

=

=′α+=′
1

1

k

j
jjkkk oege . Однако поскольку все эле- 
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 менты ]1,1[, −=′ kiei  по построению есть некоторые ли-

нейные комбинации элементов ]1,1[; −= kigi , мы прихо-

дим к линейной зависимости g i ki ; [ , ]= 1 , что противоре-

чит условию теоремы. Следовательно, oek ≠′ . 

 
3°.  Процесс ортогонализации продолжается до исчерпания мно-

жества элементов ],1[; nigi = , после чего достаточно про-

нормировать полученные элементы ],1[; niei =′ , чтобы 

получить искомый ортонормированный базис },...,,{ 21 neee , 

где .],1[; nk
e

e
e

k

k
k =

′
′

=  

 
Теорема доказана. 

 
Процесс ортогонализации Грама–Шмидта может быть применен к 

любой, в том числе и к линейно зависимой, системе элементов евкли-
дова пространства. Если ортогонализуемая система линейно зависима, 
то на некотором шаге мы получим нулевой элемент, после отбрасыва-
ния которого можно продолжить процесс ортогонализации. 

 
 

Матрица Грама. Координатное представление скалярного 
произведения 

 
Полезным инструментом исследования свойств некоторого набора 

элементов { , , ..., }f f f k1 2  в евклидовом пространстве является мат-

рица Грама. 
 

 

Определение 
13.6. 

В евклидовом пространстве E  матрицей Грама сис-
темы элементов { , , ..., }f f f k1 2  называется симмет-

рическая матрица вида 
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Пусть в nE  дан базис { , ,..., }g g gn1 2 . Скалярное произведение 

элементов ∑
=

ξ=
n

i
ii gx

1

 и ,
1
∑

=

η=
n

j
jj gy  в силу определения 13.1, 

представимо в виде 
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где ],1[,),( njigg jiji =∀=γ  – компоненты матрицы 
g

Γ , на-

зываемой базисной матрицей Грама. 
 

Заметим, что эта матрица симметрическая, в силу коммутативно-
сти скалярного произведения (см. аксиому 1 в опр. 13.1), является 
матрицей симметричного билинейного функционала, задающего ска-
лярное произведение. Тогда (принимая во внимание определение 
11.2) координатное представление скалярного произведения может 
быть записано так: 
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где x
g

 и y
g

 – координатные представления (столбцы) элемен-

тов x  и y  в базисе },...,,{ 21 nggg . Очевидно, что эта формула со-

гласуется с определением билинейного функционала. 

Заметим, наконец, что в ортонормированном базисе E
e

=Γ , 

и, следовательно, формула для скалярного произведения принимает 

вид .),(
1

T

∑
=

ηξ==
n

i
iigg

yxyx  

 
 

Теорема 
13.3. 

Для базисной матрицы Грама 
g
Γ  в любом базисе 

0Γdet >
g

. 
 

 Доказательство. 
 
Из определения 13.1 следует, что скалярное произведение есть 
билинейный, симметричный функционал, поэтому при переходе 

от базиса },...,,{ 21 nggg  к базису },...,,{ 21 nggg ′′′  (с матрицей 

перехода S ) по теореме 11.1 для матрицы Грама имеют ме-

сто равенства 

,)(detdetdet; 2T
SSS

gggg
Γ=ΓΓ=Γ ′′  

где det S ≠ 0 . 

Откуда следует, что значение )det(sgn
g

Γ  инвариантно, то 

есть не изменяется при замене базиса. А, приняв во внимание, 

что в ортонормированном базисе 1det =Γ e , приходим к за-

ключению, что в любом базисе .0det >Γ
g

 

 
 Теорема доказана. 
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Следствие 
13.2. 

Система элементов },...,,{ 21 kfff  в nE  линейно не-

зависима тогда и только тогда, когда определитель 
матрицы Грама этой системы  положителен. 

 

 Доказательство. 
 

Если элементы },...,,{ 21 kfff  линейно зависимы, то опреде-

литель их матрицы Грама равен нулю. Действительно, пусть 
существуют такие, не равные нулю одновременно, числа 

kλλλ ,...,, 21 , что 
 

offf kk =λ++λ+λ ...2211 . 
 

Умножив это равенство скалярно слева на ],1[ kif i =∀ , по-

лучим 
 

],1[0),(...),(),( 2211 kiffffff kikii =∀=λ++λ+λ .  
 

Тогда, согласно правилам действий с матрицами (см. тему 01), 
следует, что нетривиальная линейная комбинация столбцов 
матрицы Грама, имеющая коэффициентами числа 

kλλλ ,...,, 21 , 

будет равна нулевому столбцу и, следовательно, будет равен 
нулю определитель матрицы Грама (см. лемму 07.2 и теорему 
07.2). 

 С другой стороны, если элементы { , , ..., }f f f k1 2  линейно 

независимы, то они образуют базис в своей линейной оболочке 
и к ним применим результат теоремы 13.1. 
 

Следствие доказано. 
 

Теперь можно доказать необходимость в теореме 12.4. 
 

 

Теорема 
12.4 

Для положительной определенности квадратичного 

функционала в nΛ  необходимо и достаточно, 
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(Критерий 
Сильвестра). 

чтобы все главные миноры его матрицы, имеющие 
вид 
 

],1[;

...

............

...

...

det

21

22221

11211

nk

kkkk

k

k

=

ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

, 

 
были положительными. 

 

 Доказательство необходимости. 
 

1°. Из аксиоматики евклидова пространства следует, что введе-
ние скалярного произведения в линейном пространстве рав-
носильно заданию некоторого симметричного билинейного 
функционала, порождающего положительно определенный 
квадратичный функционал. Обратно, по положительно опре-
деленному квадратичному функционалу, однозначно восста-
навливается породивший его симметричный билинейный 
функционал, который можно принять за скалярное произве-
дение. 

 
2°. Покажем, что у положительно определенного квадратичного 

функционала все (указанного в условии теоремы вида) глав-
ные миноры его матрицы положительны. Действительно, ес-

ли ввести в nΛ  скалярное произведение при помощи его по-
рождающего билинейного функционала, то матрица этого 
квадратичного функционала в базисе { , ,..., }g g gn1 2  есть 

матрица Грама этого базиса. 
 
Рассмотрим последовательно линейные оболочки систем эле-
ментов вида { , , ..., } ; [ , ]g g g k nk1 2 1= . Все эти системы 

линейно независимые (как подмножества базиса), и по тео-
реме 13.3 соответствующие им матрицы Грама имеют поло-
жительные определители, поэтому 
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Теорема доказана. 

 
 

Теорема 
13.4. 

Координатный столбец любого элемента x  евклидова 

пространства nE  в базисе { , ,..., }g g gn1 2  может 

быть представлен в виде 

ggg
bx

1−Γ= , 

 

где 
g

Γ  –  матрица Грама, а b

x g

x g

x g

g

n

=

( , )

( , )

...

( , )

1

2
. 

 

 Доказательство. 

Умножим обе части равенства ∑
=

ξ=
n

i
ii gx

1

 скалярно на kg , 

k n= [ , ]1 . Тогда получим систему уравнений 

],1[,),(),(
1

nkgxgg kk

n

i
ii ==ξ∑

=

, 
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 основная матрица которой есть базисная матрица Грама. По-
скольку в силу теоремы 13.3 эта матрица невырожденная, при-

ходим к формуле .
1

ggg
bx

−Γ=  

 
Теорема доказана. 

 
 

Следствие 
13.3. 

В ортонормированном базисе },...,,{ 21 neee  евклидо-

ва пространства nE  для любого элемента 

n
n

i
ii Eex ∈ξ=∑

=1

 

имеют место равенства ],1[,),( niex ii ==ξ . 
 

Замечание: формула ],1[,),( niex ii ==ξ  малополезна для ко-

нечномерных евклидовых пространств, поскольку эле-
мент x  в этом случае однозначно и полностью описыва-
ется своими координатами. Однако данная формула мо-
жет быть использована для обобщения понятия коорди-
натного представления на случай евклидовых про-
странств с неограниченным числом линейно независи-
мых элементов. 

 

Согласно определению 06.4 матрица Q , удовлетворяющая со-

отношению Q Q
T

=
−1

, называется ортогональной, причём для 

любой ортогональной матрицы справедливы равенства 

Q Q Q Q E
T T

= =  и det Q = ±1. 

Кроме того, в евклидовом пространстве будут справедливы сле-
дующие теоремы. 

 
 

Теорема 
13.5. 

Ортогональные матрицы (и только они) в nE  могут 
служить матрицами перехода от одного ортонормиро-
ванного базиса к другому. 
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 Доказательство. 
 
Рассмотрим два различных ортонормированных базиса 

},...,,{ 21 neee  и },...,,{ 21 neee ′′′  в nE  с матрицей перехода S  

 от первого базиса ко второму.  
 
Поскольку в этих базисах матрица Грама единичная, то из соот-
ношения  

SS
ee

Γ=Γ ′
T

 

следует равенство 

Ε Ε= S S
T

, или E S S=
T

. 

Поскольку матрица перехода S  невырожденная, то оконча-

тельно имеем S S
−

=
1 T

. 

 
Теорема доказана. 

 

В развернутой форме равенство E S S=
T

 очевидно при-

нимает вид ],1[,
1

T nlk
n

i
ilkikl =σσ=δ ∑

=

. 

 
 

Теорема 
13.6. 

Собственные значения линейного оператора, имеюще-

го в nE  ортогональную матрицу, равны по модулю 
единице. 

 

 Доказательство. 
 

Из равенства ggg
ffA λ=ˆ  следует, что 

TTT ˆ
ggg fAf λ= . 
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 Перемножив почленно эти равенства, получим соотношение 
 

.ˆˆ T2TT
gggggg fffAAf λ=  

 

В силу ортогональности ˆ
g

A  имеем 
Tˆ ˆ ˆ
g g

A A E= , а 

потому gggg ffff T2T λ= , и, наконец, 12 =λ , по-

скольку собственные векторы f  ненулевые. 

 
Теорема доказана. 
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