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Тема 06. Произведение матриц и его свойства. Обра-
щение квадратных матриц и его свойства. Детерми-
нант квадратной матрицы n-го порядка и его свойст-
ва. Миноры, дополнительные миноры и алгебраиче-
ские дополнения. Разложение определителей по столб-
цу или строке. Формула для элементов обратной мат-
рицы. Теорема Крамера. 

 

Произведение матриц 
 

 

Определение 
06.1. 

Матрица C  размера nm ×  с элементами 

],1[,],1[ mjniji =∀=∀γ  

называется произведением матрицы A  размера 

lm ×  с элементами 

],1[,],1[ lkmjjk =∀=∀α  

 на матрицу B  размера nl ×  с элементами 

,],1[ lkki =∀β  ],1[ ni =∀ , где 

.],1[,],1[
1

mjni
l

k
kijkji =∀=∀βα=γ ∑

=

 

Результат умножения матриц – матрица C  – есть матрица раз-

мера nm ×  при любом натуральном l , которая обозначается как 

C A B= . Правило нахождения компонентов произведения по 

компонентам сомножителей матричного произведения иллюстрирует 
рис. 06.1. 

 
 

Пример 
06.1. 

Приведем результаты умножения матриц, имеющих не бо-
лее чем пару строк или столбцов. 

1°. Пусть размер A  есть 22× , а размер B  – 

12× , тогда размер C  будет 12× . 
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Рис. 06.1 
 

 2°. Если размер A  есть 22× , а размер B  – 21× , то 

размер C  будет 21× . 

.1222111212211111

2221

1211
1211

βα+βαβα+βα=

=
αα
αα

ββ== ABC
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 3°.  Наконец, пусть размер A  и B  есть 22× , тогда 

матрица C  будет иметь размер .22×  

 
 

Замечания об умножении матриц 
 
Из определения произведения матриц непосредственно следует, 

что для матриц подходящих размеров: 

1)  умножение матриц некоммутативно, то есть в общем слу-

чае  A B B A≠ , 

2)  умножение матриц ассоциативно 

       A B C A B C( ) ( )= , 

3)  умножение матриц обладает свойством дистрибутивно-

сти A B C A B A C( )+ = + . 

 
Отметим еще раз, что произведение двух матриц существует толь-

ко тогда, когда число столбцов первого сомножителя равно числу 
строк второго. 

 

Легко убедиться, что умножение (как справа, так и слева) любой 

матрицы A  на подходящего размера единичную матрицу E  

(см. § 1.1) дает в результате ту же самую матрицу A . 
 

 

Определение  
06.2. 

Матрица A
−1

 называется обратной квадратной 

матрице A , если выполнены равенства 

A A A A E
− −

= =
1 1

. 
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Обратная матрица существует не для произвольной квадратной 

матрицы. Для существования матрицы, обратной к A , необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось условие 0det ≠A 6. 
 

Определение  
06.3. 

Матрица A , для которой det A = 0 , называется 

вырожденной, а матрица, для которой det A ≠ 0 , 

– невырожденной. 

 
 

Лемма 
06.1. 

Если обратная матрица существует, то она единствен-
на. 

 
 
 
 

 

 Доказательство. 
 

Предположим, что невырожденная матрица A  имеет две об-

ратные: A
1

1−
 и A

2

1−
. Тогда из равенств 

A A E
1

1−
=    и   A A E

2

1−
=  

следует, что 
 

A A A A E E O
1

1

2

1− −
− = − = . 

Умножая слева обе части данного равенства на A
1

1−
, полу-

чаем 

A A A A A O O
1

1

1

1

2

1

1

1− − − −− = =( )  

и, учтя, что A A E
1

1−
= , приходим к равенству 

A A O
1

1

2

1− −− = . 

 

Лемма доказана. 
 

                                                      
6 Правило вычисления детерминанта квадратной матрицы порядка n  приво-
дится в определении 06.6. 
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В частном случае, когда 
2221

1211

αα
αα

=A  и если 

0det ≠A , матрица A
−1

 имеет вид 

1121

12221

det

1
αα−
α−α

⋅=−

A
A .                 (06.1) 

Для квадратных матриц порядка n  справедливы7 следующие ра-
венства: 

;)(det)(det)(det BABA =  

,
det

1
det 1

A
A =−  если 0det ≠A . 

 
 

Пример 
06.2. 

Используя матричные операции, систему линейных урав-
нений 





β=ξα+ξα
β=ξα+ξα

2222121

1212111 ,
 

 

можно записать в виде A x b= , где 

;;
2

1

2

1

β
β

=
ξ
ξ

= bx  
2221

1211

αα
αα

=A , 

а ее решение (если существует A
−1

) – в виде 

x A b=
−1

. 

 
 

Пример 
06.3. 

Формулы перехода от одной декартовой системы коорди-
нат к другой (03.2) с помощью матричных операций могут 
быть записаны в виде 

 

                                                      
7 Для 2=n  эти соотношения проверяются непосредственно, случай произ-
вольного n  рассматривается ниже (см. теорему 06.8). 
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ξ
ξ
ξ

S  , 

где S  – матрица перехода. 

 
 
 

 

Теорема 
06.1. 

Имеет место соотношение 

( )T T TA B B A= . 
 
 

 
 Доказательство. 

 

Будем предполагать, что размеры матриц A  и B  таковы, 

что произведения матриц, указанные в формулировке теоремы, 
существуют. 

Пусть числа jikjik γβα ,,  суть элементы матриц A , B  

и C A B=  соответственно. Тогда, согласно определе-

нию 06.1, 

∑
=

βα=γ
l

k
kjikij

1

. 

Но, с другой стороны, по определению 01.8 операции транс-
понирования  

∑∑∑
===

αβ=βα=βα=γ=γ
l

k
jkki

l

k
kijk

l

k
ikkjijji

1

TT

1

TT

1

T , 

 

откуда, учитывая определение 06.1, делаем заключение о 
справедливости утверждения теоремы. 
 

Теорема доказана. 
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Заметим, что согласно правилу транспонирования произведения 

матриц равенство 

′

′

′

=

→

→

→

→

→

→

g

g

g

S

g

g

g

1

2

3

1

2

3

T
 может быть записано в виде 

Sgggggg
→→→→→→

=′′′ 321321 . 

 
Для дальнейших рассуждений нам будет полезно следующее вспо-

могательное утверждение. 
 

 
 
 

Лемма 
06.2. 

Пусть произведение квадратной матрицы Q  на 

произвольный n -компонентный столбец x  есть 

нулевой n -компонентный столбец, тогда матрица 

Q  нулевая. 
 

 Доказательство. 
 

Пусть 

nnnn

n

n

Q

ωωω

ωωω
ωωω

=

...

............

...

...

21

22221

11211

. Выберем в качестве x  

столбец вида 

0

1

0

...

...

, где единица стоит в строке с номером i . 
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Тогда 

0

...

0

...

0

...

...

0

...

1

...

0 1

=

ω

ω

ω

=

ni

ii

i

Q  и в силу произвольности i  

приходим к заключению о справедливости утверждения лем-
мы. 

 
Лемма доказана. 

 
 

Теорема 
06.2. 

Для невырожденных одинакового размера квадрат-

ных матриц A  и B  справедливо соотношение 

( )A B B A− − −=1 1 1. 
 

 Доказательство. 
 

1°.  Пусть произведение матрицы ( )A B −1 на некото-

рый n -компонентный столбец x  есть столбец c . 

Тогда ( )A B x c− =1  или, что то же самое, 

x A B c=  (см. определения 06.1 и 06.2). 

 
2°.  С другой стороны, из последнего равенства получаем, что 

A x B c
−

=
1

 

и аналогично B A x c
− −

=
1 1

. 

 
3°.  Вычитая почленно равенства 

( )A B x c− =1  и B A x c
− −

=
1 1

, 
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 в силу дистрибутивности матричного произведения при-
ходим к соотношению 

( ( ) )A B B A x o− − −
− =1 1 1

, 

которое по лемме 06.2 ввиду произвольности столбца 

x  означает, что матрица 

( )A B B A− − −−1 1 1
 

нулевая. 
 

Теорема доказана. 
 

 

Задача 
06.1. 

Проверить тождество 1TT1
)()( −− = AA . 

 
 

Определение 
06.4. 

Невырожденная квадратная матрица Q , для кото-

рой Q Q
−

=
1 T

, называется ортогональной. 
 

 
Свойства ортогональных матриц, играющих важную роль во мно-

гих приложениях, можно сформулировать в виде следующих теорем. 
 

 

Теорема 
06.3. 

Для ортогональной матрицы Q  справедливо равен-

ство det Q = ±1. 
 

 

 Доказательство. 
 

Умножая равенство Q Q
−

=
1 T

 последовательно справа и 

слева на Q , в силу определения 06.2 приходим к соотноше-

нию Q Q Q Q E
T T

= = . Откуда находим, что 

det2 1Q = , поскольку 
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 - определитель произведения квадратных матриц 
одинакового размера равен произведению опреде-
лителей сомножителей; 

 

- определитель матрицы не меняется при ее транс-
понировании; 

 

- det E = 1. 

 
Теорема доказана. 

 
Покажите самостоятельно, что справедливы утверждения: 

 
 

Теорема 
06.4. 

Каждая ортогональная матрица второго порядка Q  

может быть представлена в виде 
ϕ±ϕ
ϕϕ

cossin

sincos m
, где 

ϕ  – некоторое число. 
 
 

 
 

Следствие 
06.1. 

Матрица перехода от одного ортонормированного 
базиса на плоскости к другому ортогональная. 

 

 Доказательство. 
 

Из формул (03.3) и (03.4) вытекает, что S  – матрица пере-

хода от одной ортонормированной системы координат на 
плоскости к другой − может иметь один из двух следующих 
видов: 
 

ϕϕ
ϕ−ϕ

cossin

sincos
 или 

ϕ−ϕ
ϕϕ

cossin

sincos
 , 

 

где ϕ  – угол между первыми базисными векторами. Но тогда 

матрица перехода S  ортогональная в силу теоремы 06.4. 

 
Следствие доказано. 
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Определители квадратных матриц 
 

Рассмотрим множество, состоящее из натуральных чисел 
n,...,3,2,1 . Будем обозначать перестановки этих чисел (то есть 

последовательную запись этих чисел в некотором порядке без про-

пусков и повторений) как },...,,,{ 321 nkkkk . Напомним, что полное 

число таких различных перестановок равно !n . 
 

 

Определение 
06.5. 

Будем говорить, что числа ki  и k j  образуют в пе-

рестановке беспорядок (нарушение порядка, или ин-
версию), если при ji <  имеет место k ki j> . 

 
Полное число беспорядков в перестановке { , , ,..., }k k k kn1 2 3  

будем обозначать ),...,,( 21 nkkkБ . Например, 3)2,4,1,3( =Б . 

 
Пусть дана квадратная матрица  
 

].,1[,;

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

njiA ij

nnnnn

n

n

n

=α=

αααα

αααα
αααα
αααα

=  

 
 

 
Определение 
06.6. 

 
Детерминантом (или определителем) квадратной 

матрицы A  размера nn ×  называется число 

det A , получаемое по формуле 
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 105 

 
 

 

  

n

n

n
nkkk

kkkk

kkkkA ααα−= ∑ ...)1(det
21

321

321
21

},...,,,{

),...,,,(Б
, 

 
где { , , ,..., }k k k kn1 2 3  – всевозможные различные 

перестановки, образованные из номеров столбцов 

матрицы A . 

 
Поскольку в данном определении указано, что сумма берется по 

всем возможным различным перестановкам, то число слагаемых рав-
но !n . 

 
Из определения 06.6 также вытекает, что каждое слагаемое содер-

жит в качестве сомножителя по одному элементу матрицы из каждого 
столбца и каждой строки. 

 
 

Задача 
06.2. 

Проверить совпадение определения 06.6 и определения 
детерминантов матриц второго и третьего порядков. 

 
 

Свойства определителей 
 
 

Теорема 
06.5. 

При транспонировании матрицы ее определитель 
не меняется. 

 

 
 

 Доказательство. 
 

Каждое слагаемое в формуле определителя транспонированной 

матрицы 
T

AB =  имеет вид 

 

,...
2211

),...,2,1Б(
)1(

nnmmm
nmmm

βββ−  
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 но, учитывая, что kmmk kk
α=β , получим 

∑ ααα−=
},...,,{

2211

),...,,(T

21

21 ...)1(det
n

n

mmm
nnmmm

mmmA Б . 

Упорядочим сомножители каждого слагаемого по номерам 
строк, то есть приведем их к виду 

n

n
nkkk

mmm ααα− ...)1(
21

21
21

),...,,Б(
, 

где n,...,3,2,1  – номера строк, а nkkkk ,...,,, 321  – номера 

соответствующих столбцов. Отметим, что для введенных обо-

значений имеет место очевидное равенство: iik
im ∀=  и 

при выполненном изменении порядка сомножителей для каж-
дого слагаемого в формуле определителя имеет место равенст-
во 

),...,,(Б),...,,Б( 2121 nn kkkmmm = . 

Действительно, пусть mi  и m j  дают беспорядок, то есть 

m mi j>  при ji < , 

тогда дают беспорядок и числа 
imk  и 

jmk , поскольку 

iki
im =∀ : , 

и, значит, будет справедливо неравенство 
ji mm kjik =<=  

при ji mm > . Заметим, что верно и обратное утверждение. 

Окончательно получаем 

AA
n

n

n

kkk
nkkk

kkk det...)1(det
},...,,{

21
),...,,Б(T

21

21

21 =ααα−= ∑ . 

 
 

Теорема доказана. 
 

 

Замечание 
 

Утверждение теоремы 06.5 допускает следующую на-
глядную интерпретацию. 

Выделим в матрице A  элементы, входящие в неко-

торое слагаемое определения  06.6,   и  соединим их от- 
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 резками прямых, как 
показано на рис. 
06.2. 
 
Заметим, что пара 

элементов 
iikα  и 

jjkα  дает беспоря-

док, если соединяю-
щий их отрезок име-
ет “положительный” 
наклон, то есть пра-
вый конец отрезка 
расположен выше 
левого.  

 
 

nnnnn

n

n

n

αααα

αααα
αααα
αααα

K

KKKKK

K

K

K

321

3333231

2232221

1131211

 

 
 
 

Рис. 06.2 
 

 Очевидно, что при транспонировании квадратной мат-
рицы число отрезков с “положительным” наклоном не 
меняется, поэтому не меняется и знак каждого слагае-
мого в определении 06.6, и, следовательно, значение 
определителя сохраняется. 

 
 

Следствие 
06.2. 

Всякое свойство определителя матрицы, сформули-
рованное для ее столбцов, справедливо для ее строк, 
и наоборот. 

 
 

Теорема 
06.6. 

При перестановке двух столбцов матрицы знак ее 
определителя меняется на противоположный. 

 

 Доказательство. 
 

Рассмотрим вначале случай, когда переставляются соседние 
столбцы. Поскольку общий вид слагаемых в выражении для 
определителя дается формулой 
 

∑ ααα−
},...,,{

21
),...,,Б(

21

21

21 ...)1(
n

n

n

kkk
nkkk

kkk
, 

то достаточно показать, что число беспорядков изменится при 
перестановке соседних столбцов на единицу. 
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 Рассмотрим перестановку чисел 

},...,,,,...,{ 2111 niiii kkkkkk ++− . 

Если в ней поменять местами числа ki и ki+1, то число беспо-

рядков, образуемых числами },...,,,...,{ 2121 nii kkkkk +− , оста-

нется прежним, а за счет изменения порядка следования чисел 

ik  и 1+ik  общее число беспорядков изменится на единицу. 

Это означает, что знак каждого слагаемого в формуле опреде-
лителя изменится на противоположный и, следовательно, из-
менит знак и весь определитель. 
 

Наконец, если требуется поменять местами столбцы, между 
которыми находится l  столбцов, то для этого потребуется 

121 +=++ lll  перестановок соседних столбцов, и, по-

скольку ( )− = −+1 12 1l , знак определителя опять-таки изме-

нится на противоположный. 
 

Теорема доказана. 
 

 

Следствие 
06.3. 

Определитель матрицы, содержащей два одинако-
вых столбца, равен нулю. 

 

 Доказательство. 
 

При перестановке одинаковых столбцов значение определите-
ля, с одной стороны, не меняется, но, с другой стороны, это 
значение должно изменить знак. Поэтому данный определи-
тель может равняться только нулю. 

 
Следствие доказано. 

 
 

Теорема 
06.7 
(линейное 
свойство 
определите-
ля). 

Если k -й столбец матрицы задан в виде линейной 
комбинации некоторых "новых" столбцов, то ее 
определитель представим в виде той же линейной 
комбинации определителей матриц, k -ми столб-
цами которых являются соответствующие "но-
вые" столбцы из исходной линейной комбинации. 
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 Доказательство. 
 

Пусть в матрице αA  k -й столбец состоит из элементов 

ikikik γµ+βλ=α , где ni ,,2,1 K= . Тогда справедливы ра-

венства 

.......)1(

......)1(

...)(...)1(

......)1(

21

21

21

21

21

21

21

21

21
),...,,(Б

21
),...,,(Б

21
),...,,(Б

21
),...,,(Б

n

n

n

n

n

n

n

n

nkikkk
kkk

nkikkk
kkk

nkikikkk
kkk

nkikkk
kkk

αγµαα−+

+αβλαα−=

=αγµ+βλαα−=

=αααα−

 

А поскольку каждое из !n  слагаемых в формуле для 

α
Adet  содержит точно по одному элементу из k -го столб-

ца, то 
γβα

⋅µ+⋅λ= AAA detdetdet , где eыk −  

столбцы матриц 
β

A  и 
γ

A  соответственно состоят из 

элементов ikβ  и ikγ , ni ,,2,1 K= . 
 

Теорема доказана. 
 

 

Следствие 
06.4. 

При вычислении определителя из столбца матрицы 
можно выносить общий множитель. 
 

 

Следствие 
06.5. 

Если к некоторому столбцу матрицы прибавить 
линейную комбинацию остальных ее столбцов, то 
определитель не изменится. 

 

 Доказательство. 
 

Действительно, определитель, получившийся в результате дан-
ной операции с матрицей, можно (по теореме 06.7) представить 
в виде линейной комбинации исходного определителя и линей-
ной комбинации определителей матриц, имеющих одинаковые 
столбцы. Последние равны нулю по следствию 06.3. 

 

Следствие доказано. 
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Теорема 
06.8. 

Определитель произведения матриц размера nn ×  ра-
вен произведению их определителей, то есть 

.detdet)(det BABA ⋅=  
 

 Доказательство. 
 

1°. Обозначим C A B= . Пусть матрицы A , B  и 

C  имеют соответственно элементы ijα , klβ  и pqγ . Тогда 

по определению 06.1 ∑
=

βα=γ
n

j
jqpjpq

1

, и потому 

 

.

.........

.........

.........

.........

det

det

111212111

21211221221121

11111121121111

nnnnnnnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

C

βα++βαβα++βα+βα

βα++βαβα++βα+βα
βα++βαβα++βα+βα

=

=

 

 

Введем в рассмотрение специальный тип перестановок нату-
ральных чисел n,...,3,2,1 , в которых допускаются повто-

рения одинаковых чисел. Такие перестановки условимся обо-

значать как ],...,,,[ 321 niiii . 

По линейному свойству определителя (теорема 06.7) 
 

.det...

...

............

...

...

det...

det

],...,,[
],...,,[

21

222

111

],...,,[
21

21
21

21

21

21

21

21

21

n
n

n

n

n

n

n

n

iii
iii

niii

ninini

iii

iii

iii
niii

A

C

∗
∑

∑

βββ=

=

ααα

ααα
ααα

βββ=

=
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Поскольку перестановки ],...,,,[ 321 niiii  (в отличие от 

},...,,{ 21 niii ) могут содержать одинаковые числа, то общее 

число слагаемых в полученной сумме равно nn , но ненуле-

вых среди этих слагаемых в силу следствия 06.3 только !n . 
 

2°.  Заметим, что поскольку матрицы 
},...,,{ 21 niii

A∗  составлены из 

тех же столбцов, что и A , но записанных в разном поряд-

ке, то их определители могут отличаться в силу теоремы 06.6 
только знаком. 

 

Перестроим каждую из матриц 
},...,,{ 21 niii

A∗ , переставив ее 

столбцы так, чтобы каждый столбец с индексом 

],1[; nkik =  был расположен слева от столбцов с большими 

индексами. В итоге этой операции столбцы будут полностью 
упорядочены, для чего потребуется число перестановок 
столбцов, равное числу беспорядков в перестановке 

},...,,{ 21 niii , и, следовательно, для каждой матрицы 

},...,,{ 21 niii
A∗  будет справедливо соотношение 

AA n

n

iii

iii
det)1(det ),...,,(Б

},...,,{

21

21

−=∗
. 

 

3°.  Подставляя это соотношение в выражение для Cdet , полу-

чаем 
 

,detdet

...)1(detdet

T

},...,,{
21

),...,,(Б

21

21

21

BA

AC
n

n

n

iii
niii

iii

⋅=

=βββ−= ∑
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 что в силу теоремы 06.5 означает 

.detdet)(det BABA ⋅=  
 

Теорема доказана. 
 
 

Разложение определителей 
 

Выберем в квадратной матрице n -го порядка A  строки с но-

мерами i i ik1 2, , ... ,  и столбцы с номерами j j jk1 2, ,... , , где 

nk ≤≤1 . 
 

 
Определение 
06.7. 

 

Детерминант квадратной матрицы порядка k , обра-
зованной элементами, стоящими на пересечении 
строк i i ik1 2, , ... ,  и столбцов j j jk1 2, ,... , , назы-

вается минором k -го порядка и обозначается 

k

k

jjj
iiiM ,...,,

,...,,
21

21
. 

 
 

Определение 
06.8. 

Детерминант квадратной матрицы порядка kn − , 
образованной элементами, остающимися после вы-
черкивания строк i i ik1 2, , ... ,  и столбцов 

j j jk1 2, ,... , , называется минором, дополнитель-

ным к минору k

k

jjj
iiiM ,...,,

,...,,
21

21
, и обозначается 

M i i i
j j j

k

k

1 2

1 2
, ,...,
, ,...,

. 
 

Выберем в матрице A  i -ую строку и j -ый столбец, на пересе-

чении которых расположен элемент jiα . Удалим из A  выбранные 

строку и столбец, рассмотрим квадратную матрицу A+  размера 

)1()1( −×− nn . 
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Определение 
06.9. 

Детерминант матрицы A+  называется дополни-

тельным минором M i
j
 элемента ijα . 

 
 

Сгруппируем в определении 06.6 – детерминанта матрицы A  – 

все ( 1)!n −  слагаемых, содержащих элемент ijα , и вынесем его за 

скобки. Получим выражение вида 
 

.det K+α= ijij DA  
 
 

 

Определение 
06.10. 

Число ijD  называется алгебраическим дополнением 

элемента ijα . 
 
 

Заметим, что по определению 06.6 имеют место равенства 
 

],,1[,],1[det
1 1

ninjDDA
n

j

n

k
kjkjijij =∀=∀α=α=∑ ∑

= =

   (06.2) 

которые можно использовать для вычисления определителей квадрат-
ных матриц, находя значения алгебраических дополнений при помо-
щи соотношений, которые устанавливает 
 
 
 

 
 

Теорема 
06.9. 

Справедливы равенства 
j
i

ji
ij MD +−= )1( . 

 

 Доказательство. 
 
1°. По определению детерминанта 06.6 
 

,...)1(det
2

32

32
2

},...,,,1{

),...,,,1(
11 K+αα−α= ∑ n

n

n
nkk

kkk

kkkA Б
 

то есть ∑ ααα−=
},...,{

32
),...,(Б

11

2

32

2 ...)1(
n

n

n

kk
nkkk

kkD , поскольку 

очевидно, что ),...,,(Б),...,,,1(Б 3232 nn kkkkkk = ,  
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 но тогда выражение для D11 совпадает с формулой определи-

теля матрицы порядка 1−n , получаемой из A  вычеркива-

нием первого столбца и первой строки. Следовательно, 

D M11 1
1= . 

 

2°. Построим новую матрицу ′A , переместив элемент ijα  мат-

рицы A  в ее левый верхний угол, переставив i-ю строку на 

первое место, для чего потребуется 1−i  перестановка, и пере-
ставим на первое место j-й столбец, что потребует выполнения 

1−j  перестановок. Тогда определитель перестроенной матри-

цы ′A  равен 

det ( ) det ( ) det′ = − = −− + − +A A Ai j i j1 11 1 . 
 

Согласно линейному свойству определителя (теорема 06.7) дан-
ное соотношение будет также выполняться и для каждого из 
его слагаемых, а значит, в силу формул (06.2) и для каждого ал-

гебраического дополнения ijD . Поэтому справедливо равенст-

во 11)1( DD ji
ij ′−= + . 

 

3°. Наконец, очевидно, что значение дополнительного к ijα  ми-

нора не зависит от положения ijα  в матрице A′ , и потому 

1
1MM

j
i ′= . 

 
 

4°. Учитывая полученные соотношения 

ij
jij

i DDMM +−=′=′= )1(11

1
1 , 

приходим к равенству 
j
i

ji
ij MD +−= )1( . 

 
Теорема доказана. 
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Следствие 
06.6. 

Разложение определителя по i -му столбцу имеет 
вид 

∑
=

+ α−=
n

k

i
kki

ik MA
1

)1(det  

или 

i
k

n

k

i
k

ik MMA ∑
=

+−=
1

)1(det . 

 
Для практических приложений особо полезной является 
 

 

Теорема 
06.10. 

Для любой квадратной матрицы A  имеет место 

равенство 

∆⋅δ=α∑
=

js

n

i
isij D

1

, 

где ∆ = det A  и 




≠
=

=δ
sj

sj
js ,0

,,1
 – символ Кро-

некера. 
 

 

 Доказательство. 
 

По определению 06.10 алгебраического дополнения имеем 

,det 2211 njnjjjjj DDDA α++α+α= K  то есть утвер-

ждение теоремы для случая sj =  справедливо. 
 
 

Пусть теперь sj ≠ . Тогда выражение 

nsnjsjsj DDD α++α+α ...2211  

можно рассматривать как разложение по s-му столбцу опреде-

лителя матрицы, у которой s-й столбец совпадает с j-м столб-
цом. Но такой определитель равен нулю по следствию 06.3. 

 
Теорема доказана. 
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 116 

 

 

Следствие 
06.7. 
 

Если квадратная матрица A  невырожденна, то 

элементами ее обратной матрицы A
−1

 являются 

числа ],1[,;
)1(

nji
M

i
j

ji

ij =
∆

−=β
+

. 

 

 Доказательство. 
 

Найдем произведение матриц A  и B , элементы которых 

jiα  и ],1[,; njiji =β . Пусть pqγ  – элемент произведения 

A  и B , тогда, согласно определению 06.1 и теореме 

06.10, 

.],1[,;
1

1)1(

11

1

nji

D
M

pqpq

n

j
qjpj

n

j

j
q

qj

pj

n

j
jqpjpq

=δ=δ⋅∆⋅
∆

=

=α
∆

=
∆

−α=

=βα=γ

∑∑

∑

==

+

=

 

 
Аналогичное соотношение получается и для произведения 

B A  и по определению 01.4 

EABBA == , 

но тогда, согласно определению 06.2 и лемме 06.1, 

B A=
−1

. 

 
Следствие доказано. 

 
Проверьте самостоятельно справедливость формулы (06.1). 
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Правило Крамера 
 

Будем рассматривать систему n  линейных уравнений с n  неиз-
вестными: 













β=ξα++ξα+ξα

β=ξα++ξα+ξα
β=ξα++ξα+ξα

nnnnnn

nn

nn

...

...............................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

            (06.3) 

в неразвернутом виде ],1[;
1

njj

n

i
iji =β=ξα∑

=
 или же в матрич-

ной форме A x b= , где квадратная матрица A  имеет 

компоненты jiα , а столбцы x  и b  – соответственно iξ  и jβ . 
 

 

Определение 
06.11. 

Упорядоченный набор чисел },...,,{ 21 nξξξ  будем 

называть частным решением (или, просто, решением) 
системы линейных уравнений, если при подстановке 
этих чисел в каждое из уравнений системы мы полу-
чаем тождество. 

 

Имеет место 
 

 

Теорема 
06.11 
(правило 
Крамера). 

Для того чтобы система линейных уравнений (06.3) 
имела единственное решение, необходимо и доста-

точно, чтобы 0det ≠=∆ A , и в этом случае реше-

ние данной системы будет иметь вид 

nii
i ,...,2,1; =

∆
∆

=ξ , 

где i∆  – определитель матрицы, получаемой из мат-

рицы A  заменой ее i -го столбца на столбец b  − 

правых частей системы уравнений (06.3): 
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↑

αβαα

αβαα
αβαα

=∆ .

......

..................

......

......

det

21

222221

111211

nnnnn

n

n

i  

                       i -й столбец 
 

 Доказательство. 
 
1°. Проверим вначале утверждение теоремы в предположении, 

что система (06.3) имеет единственное решение 

n

x

ξ

ξ
ξ

=
...

2

1

, 

то есть когда выполняются равенства 

],1[;
1

njj

n

i
iji =β=ξα∑

=

. 

Умножив последовательно для всех ],1[ nj =  обе части этих 

равенств на алгебраическое дополнение D jk  и просуммиро-

вав по j  результаты умножения, получим 

].,1[)(
1 11

nkDD jk

n

i

n

j
jiji

n

j
jk =∀β=ξα∑ ∑∑

= ==

 

Изменим порядок суммирования (то есть выполним пере-
группировку слагаемых) в левой части этого равенства: 

.)(
1 11

jk

n

j

n

j
jijkji

n

i

DD∑ ∑∑
= ==

β=ξα  
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 Но выражение в круглых скобках равно ikδ⋅∆  (по теореме 

06.10), поэтому, учитывая, что 

∑
=

∆=β
n

j
kjkj D

1

   и   ∑
=

∆ξ=ξδ∆
n

i
kkiik

1

, 

получаем ],1[, nkkk =∆=∆ξ .  

 

Поскольку уравнения вида ],1[, nkkk =∆=ξ⋅∆  имеют 

единственное решение тогда и только тогда, когда 0≠∆ , то 
необходимость доказана. При этом также очевидно, что 

],1[, nkk
k =∀

∆
∆

=ξ .       (06.4) 

 
2°. Докажем теперь, что в условиях теоремы набор чисел 

}],1[,{ nik
i =

∆
∆

=ξ  

есть решение данной системы линейных уравнений. Убедим-

ся в этом, подставив значения iξ  в левые части исходной 

системы линейных уравнений (06.3): 
 

 
=αβ

∆
=βα

∆
=

∆
∆

α ∑ ∑∑ ∑∑
= == ==

)(
1

)(
1

1 11 11

n

k

n

i
kijik

n

i

n

k
kikji

n

i

i
ji DD  

].,1[,
1

1

njjkj

n

k
k =β=∆δβ

∆
= ∑

=

 

 
Для получения последнего равенства мы снова изменили по-
рядок суммирования и воспользовались теоремой 06.10. 

 
Теорема доказана. 
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