
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
Îïðåäåëåíèå.
Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a, b), a, b ∈ R è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå

[a, ξ], ξ ∈ (a, b). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (ξ) =
ξ∫
a

f(x)dx. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë limξ→b−0 F (ξ) = limξ→b−0

ξ∫
a

f(x)dx, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì

èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå [a, b) è îáîçíà÷àåòñÿ
b∫
a

f(x)dx . Â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à ôóíêöèþ f(x)
íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ïðîìåæóòêå [a, b) . Åñëè æå íå
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïðåäåëà, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ,
à ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò íåèíòåãðèðóåìîé â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ïðîìåæóòêå
[a, b). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë íà ïðîìåæóòêå (a, b], a, b ∈ R.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a,+∞), a ∈ R è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå

[a, ξ], ξ < +∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (ξ) =
ξ∫
a

f(x)dx. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë

lim
ξ→+∞

F (ξ) = lim
ξ→+∞

ξ∫
a

f(x)dx,

òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) íà ïðî-

ìåæóòêå [a,+∞) è îáîçíà÷àåòñÿ
+∞∫
a

f(x)dx . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë íà

(−∞, a] Ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà.

Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ïðîìåæóòêàõ [a, c) è
(c, b], òî îíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a, b] è

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë
â ëåâîé ÷àñòè ðàñõîäèòñÿ.

Âåëè÷èíó íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîùàäü (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííîé) êðèâîëèíåéíîé òðà-
ïåöèè ïîä åå ãðàôèêîì.

Äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóùèå ñâîéñòâà:
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1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû
b∫
a

f(x)dx è
b∫
a

g(x)dx, òî äëÿ ëþáûõ

÷èñåë α è β ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx, ïðè÷åì
b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx =

α
b∫
a

f(x)dx+ β
b∫
a

g(x)dx.

2. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ïóñòü F (x)

� åå ïåðâîîáðàçíàÿ, òî
b∫
a

f(x)dx = F (x)|b−0a = lim
ξ→b−0

F (ξ)− F (a).

3. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) - íåïðåðûâíà íà [a, b), à
ϕ(t) - íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β), ïðè÷åì a = ϕ(α) 6 ϕ(t) 6 ϕ(β−0) = b.

Òîãäà
b∫
a

f(x)dx =
β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

4. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Åñëè u(x), v(x) - íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûå íà [a, b) ôóíêöèè è ñóùåñòâóåò lim
x→b−0

(uv), òî
b∫
a

udv = uv|b−0a −
b∫
a

vdu.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

1∫
0

1

xα
dx.

�Äëÿ ëþáîãî c > 0 èíòåãðàë
1∫
c

dx
xα

ñóùåñòâóåò êàê èíòåãðàë Ðèìàíà, ïîýòîìó â

äàííîì ñëó÷àå îñîáîé òî÷êîé áóäåò òî÷êà 0. Ëåãêî óêàçàòü ïåðâîîáðàçíóþ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè:

F (x) =

{
x−α+1

−α+1
, α 6= 1

lnx, α = 1.

Çíàÿ ïåðâîîáðàçíóþ, íåñëîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Íî ÷àñòî íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ñàìó âåëè÷èíó èíòåãðàëà, à
äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûÿñíèòü ñõîäèòñÿ îí èëè ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû-
ÿñíèòü, èìååò ëè ïåðâîîáðàçíàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë â îñîáîé òî÷êå:

Ïóñòü α < 1, òîãäà lim
x→+0

F (x) = lim
x→+0

x−α+1

−α+1
= 0. Çíà÷èò, èíòåãðàë

1∫
0

1
xα
dx ñõîäèò-

ñÿ è ðàâåí F (1)− F (0 + 0) = 1
1−α .

Ïóñòü α > 1, òîãäà lim
x→+0

F (x) = lim
x→+0

x−α+1

−α+1
= ∞. Çíà÷èò, èíòåãðàë

1∫
0

1
xα
dx ðàñ-

õîäèòñÿ.

Ïóñòü α = 1, òîãäà lim
x→+0

F (x) = lim
x→+0

lnx = ∞. Çíà÷èò, èíòåãðàë
1∫
0

1
xα
dx ðàñõî-

äèòñÿ.

Èòîãî, èíòåãðàë
1∫
0

1
xα
dx ñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α > 1.�

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫
1

1

xα
dx.
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�Äëÿ ëþáîãî 1 < c < +∞ èíòåãðàë
c∫
1

dx
xα

ñóùåñòâóåò êàê èíòåãðàë Ðèìàíà,

îñîáîé òî÷êîé áóäåò òî÷êà +∞. Ïåðâîîáðàçíàÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:

F (x) =

{
x−α+1

−α+1
, α 6= 1

lnx, α = 1.

Âûÿñíèì, èìååò ëè ïåðâîîáðàçíàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë â îñîáîé òî÷êå:
Ïóñòü α < 1, òîãäà lim

x→+∞
F (x) = lim

x→+∞
x−α+1

−α+1
=∞.

Ïóñòü α > 1, òîãäà lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

x−α+1

−α+1
= 0.

Ïóñòü α = 1, òîãäà lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

lnx =∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
+∞∫
1

1
xα
dx ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 1.�

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.
Ïóñòü ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 0 6 f(x) 6 g(x) íà [a, b)

è èíòåãðèðóåìû íà êàæäîì îòðåçêå [a, ξ], ξ ∈ (a, b). Òîãäà èç ñõîäèìîñòè èíòå-

ãðàëà
b∫
a

g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
b∫
a

f(x)dx, à èç ðàñõîäèìîñòè
b∫
a

f(x)dx ñëåäóåò

ðàñõîäèìîñòü
b∫
a

g(x)dx.

Ñëåäñòâèå èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü f(x) > 0, à g(x) > 0 íà [a, b), f
è g èíòåãðèðóåìû íà êàæäîì îòðåçêå [a, ξ], ξ ∈ (a, b) è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→b−0

f(x)
g(x)

= k 6= 0. Òîãäà èíòåãðàëû
b∫
a

f(x)dx è
b∫
a

g(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îä-

íîâðåìåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýòè èíòåãðàëû ýêâèâàëåíòíû ïî ñõîäèìîñòè

è ïèøóò
b∫
a

f(x)dx
cx.∼

b∫
a

g(x)dx.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f, g > 0 è f ∼ g ïðè x→ b− 0, òî
b∫
a

f(x)dx
cx.∼

b∫
a

g(x)dx.

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
1∫
0

sin2 1√
x√

x
dx.

�Ïîñêîëüêó | sin t| 6 1, òî 0 6
sin2 1√

x√
x
6 1√

x
. Â ñèëó ðåçóëüòàòà èç ïðèìåðà 1, èí-

òåãðàë
1∫
0

1√
x
dx ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ.�

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
1∫
0

ln(1+x
3
2 )

x shx
dx.

�Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà íà (0, 1], åäèíñòâåí-
íàÿ îñîáàÿ òî÷êà x = 0. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëà íà ñõîäèìîñòü âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäñòâèåì èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ôóíêöèþ âèäà xλ, ýêâèâàëåíò-
íóþ ïîäûíòåãðàëüíîé. Íàïðèìåð, ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà:

ln(1 + x
3
2 ) = x

3
2 + o(x

3
2 ) ∼ x

3
2 , x→ 0,

shx = x+ o(x) ∼ x, x→ 0,
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x shx ∼ x2, x→ 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî, ln(1+x
3
2 )

x shx
∼ x

3
2

x2
= 1

x
1
2
ïðè x → 0, è, çíà÷èò,

1∫
0

ln(1+x
3
2 )

x shx
dx

cx.∼
1∫
0

1

x
1
2
dx. Èíòåãðàë

1∫
0

1

x
1
2
dx ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî è èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.�

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

+∞∫
2

dx

xα lnβ x

�Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: α > 1, α = 1, α < 1.

• Ïåðâûé ñëó÷àé: α > 1.

Åñëè α > 1, òî α = 1+ 2δ, ãäå δ > 0. Ñðàâíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ f(x)
è 1

x1+δ
. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì f(x) â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
1

x1+δ
g(x), ãäå g(x) =

1

xδ lnβ x

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè δ > 0 è ëþáîì β lim
x→+∞

xδ lnβ x = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî

lim
x→+∞

g(x) = 0, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ÷èñëî x0 > 2 òàêîå, ÷òî ∀x > x0 ↪→
0 < g(x) < 1 . Ïîýòîìó 0 < f(x) < 1

x1+δ
ïðè âñåõ x ∈ [x0,+∞) è èç ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà
∫ +∞
x0

dx
x1+δ

, ãäå x0 > 2, δ > 0 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îò f íà
ïðîìåæóòêå [x0,+∞), à ýòî ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà J .

• Âòîðîé ñëó÷àé: α = 1.

Ñäåëàâ â èíòåãðàëå J =
∫ +∞
2

dx
xα lnβ x

çàìåíó x = et, ïîëó÷èì J =
∫ +∞
ln 2

dt
tβ
. Ïîýòî-

ìó ïðè α = 1 èíòåãðàë J ñõîäèòñÿ, åñëè β > 1, è ðàñõîäèòñÿ ïðè β 6 1.

• Òðåòèé ñëó÷àé: α < 1.

Åñëè α < 1, òî α = 1− 2δ, ãäå δ > 0. Çàïèøåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

â âèäå f(x) = g(x)
x1−δ

, ãäå g(x) = 1
x−δ lnβ x

→ +∞ ïðè x→ +∞, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

g(x) > 1 ïðè x > x0 > 2. Ïîýòîìó f(x) > 1
x1−δ

ïðè x > x0, èç ðàñõîäèìîñòè èí-

òåãðàëà
∫ +∞
x0

dx
x1−δ

, ãäå δ > 0, ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà f íà ïðîìåæóòêå
[x0,+∞), îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë J ðàñõîäèòñÿ.

Èòàê, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ëþáîì β èëè ïðè α = 1, β > 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ α è β.�

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî
1/2∫
0

dx
xα lnβ x

ñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è ëþáîì β èëè ïðè

α = 1, β > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ α è β.
Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

+∞∫
0

ln(ex − x)
xα

dx
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�Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ln(ex−x)
xα

ïîëîæèòåëüíà ïðè x > 0, òàê êàê
ex > 1 + x ïðè x > 0, è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (0,+∞). Èíòåãðàë èìååò äâå

îñîáûå òî÷êè: 0 è +∞. Ðàçîáüåì åãî íà ñóììó èíòåãðàëîâ J1 =
∫ 1

0
f(x)dx è J2 =∫ +∞

1
f(x)dx è èññëåäóåì êàæäûé èç íèõ íà ñõîäèìîñòü.
1. Îñîáàÿ òî÷êà x = 0.
Òàê êàê ex = 1 + x + x2

2
+ o(x2) ïðè x → 0, ln(1 + t) = t + o(t) ïðè t → 0, òî

ln(ex − x) = ln
(
1 + x + x2

2
+ o(x2)− x

)
= x2

2
+ o(x2), ïîýòîìó f(x) ∼ 1

2xα−2 ïðè x→ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë J1 ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α− 2 < 1, ò.å. ïðè
α < 3.

2. Îñîáàÿ òî÷êà +∞.
Òàê êàê ex−x = ex(1−xe−x) = ex(1+o(1)), òî ln(ex−x) = x+ln(1+o(x)) = x+o(1)

ïðè x→ +∞, f(x) ∼ 1
xα−1 ïðè x→ +∞. Òàê êàê èíòåãðàë

∫ +∞
1

dx
xβ

ñõîäèòñÿ ïðè β > 1
è ðàñõîäèòñÿ ïðè β 6 1, òî èíòåãðàë J2 ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1−α > 1,
ò.å. ïðè α > 2.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë J ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ α < 3 è α > 2, òî åñòü ïðè 2 < α < 3.�

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ê F (ξ) =
ξ∫
a

f(x)dx, a 6 ξ < b, ïîëó÷èì êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòå-

ãðàëîâ:
Òåîðåìà 3. Äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

J =

b∫
a

f(x)dx

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåí-
íîãî èíòåãðàëà:

∀ε > 0 ∃δε ∈ (a, b) : ∀ξ′, ξ′′ ∈ (δε, b)→
∣∣∣∫ ξ′′

ξ′
f(x)dx

∣∣∣ < ε.

Çàìå÷àíèå Äëÿ ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫
a

f(x)dx ñ îñîáîé òî÷êîé b íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∃ε0 > 0 : ∀δε ∈ (a, b)∃ξ′, ξ′′ ∈ (δε, b)→
∣∣∣∫ ξ′′

ξ′
f(x)dx

∣∣∣ > ε0.

Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

∫ +∞

1

sin2 x

xα
dx.

�Åñëè α > 1, òî èíòåãðàë J ñõîäèòñÿ, òàê êàê 0 6 sin2 x
xα
6 1

xα
.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè α 6 1 èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ δ > 1 âûáåðåì ÷èñëî n ∈ N
òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî πn > δ, è âîçüìåì ξ′δ = πn, ξ′′δ = 2πn, òîãäà
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∣∣∣∣∣
∫ ξ′′

ξ′

sin2 x

xα
dx

∣∣∣∣∣ =
∫ 2πn

πn

sin2 x

xα
dx >

∫ 2πn

πn

sin2 x

x
dx >

>
1

2πn

∫ 2πn

πn

1− cos 2x

2
dx =

1

4πn
πn =

1

4
= ε0.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë J ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 1.�
Èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, ξ], ξ < b. Òîãäà åñëè

èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)|dx ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë
b∫
a

f(x)dx òîæå ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)|dx ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)|dx ðàñõîäèòñÿ, à
b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî

b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Òåîðåìà 5 (ïðèçíàê Äèðèõëå.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, à g � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. ôóíêöèÿ F (x) =
x∫
a

f(t)dt (ïåðâîîáðàçíàÿ f) îãðàíè÷åíà íà [a, b);

2. ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b) è lim
x→b

g(x) = 0.

Òîãäà èíòåãðàë
b∫
a

f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 8. Èññëåäóåì íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
+∞∫
1

sinx
xα
dx .

�1. Èññëåäóåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü. Òàê êàê 0 6 sin2 x 6 | sinx| 6 1, òî ïðè

α 6 1 èç ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà èç ïðèìåðà 7 cëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞
1

| sinx|
xα

dx

ðàñõîäèòñÿ, à ïðè α > 1 èç ñõîäèìîñòè
∫ +∞
1

1
xα
dx ñëåäóåò, ÷òî

∫ +∞
1

| sinx|
xα

dx ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè α > 1 èíòåãðàë
+∞∫
1

sinx
xα
dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ïðè α 6 1 îí íå

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
2. Èññëåäóåì óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü ïðè α 6 1. Ïóñòü 0 < α 6 1. Âîñïîëüçó-

åìñÿ ïðèçíàêîì Äèðèõëå, ïîëîæèâ f(x) = sinx, g(x) = 1
xα
. Ïåðâîîáðàçíàÿ f(x)

åñòü F (x) = − cosx � îãðàíè÷åíàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ g(x), î÷åâèäíî, ìîíîòîííà
è lim

x→b
g(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0 < α 6 1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Ââèäó ïóíêòà 1

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñõîäèìîñòü óñëîâíàÿ.
3. Ïóñòü α 6 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë óäîâëåòâîðÿåò îòðèöàíèþ

óñëîâèÿ Êîøè. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > 1 âûáåðåì íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî 2πn > b è

ïîëîæèì ξ1 = 2πn, ξ2 = 2πn+ π
2
. Òîãäà

∣∣∣∣∣ ξ2∫ξ1 sinx
xα
dx

∣∣∣∣∣ = 2πn+π
2∫

2πn

sinx
xα
dx >

2πn+π
2∫

2πn

sinxdx = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ε = 1 > 0 : ∀b ∈ (1,+∞)∃ξ1 = 2πn > b, ξ2 = 2πn + π
2
> b →∣∣∣∫ ξ2ξ1 f(x)dx∣∣∣ > ε. Ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Èòîãî, èíòåãðàë
+∞∫
1

sinx
xα
dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1, ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïðè

0 < α 6 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 0.�
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà [a, b), òî åñòü èí-

òåãðàë
b∫
a

|f(x)|dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà èíòåãðàëû
b∫
a

g(x)dx è
b∫
a

(f(x) + g(x))dx ëèáî îáà

àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ, ëèáî îáà óñëîâíî ñõîäÿòñÿ, ëèáî îáà ðàñõîäÿòñÿ.
Ïðèìåð 9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

+∞∫
0

sin 2x

(x+ 1)(ex − x− 1)α
dx.

�Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà (0,+∞), îñîáûå òî÷êè 0 è +∞.

Ðàçîáüåì J íà äâà èíòåãðàëà: J =
1∫
0

sin 2x
(x+1)(ex−x−1)αdx+

+∞∫
1

sin 2x
(x+1)(ex−x−1)αdx = J1 + J2.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë J1. Îñîáàÿ òî÷êà 0, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çíàêîïî-
ñòîÿííà, ïîýòîìó áóäåì çàìåíÿòü åå íà ýêâèâàëåíòíóþ, ðàñêëàäûâàÿ ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0:

sin 2x = 2x+ o(x) ∼ 2x, x→ 0,

x+ 1 ∼ 1, x→ 0,

(ex − x− 1)α = (1 + x+
x2

2
+ o(x2)− x− 1)α ∼ (

x2

2
)α =

x2α

2α
, x→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
1∫
0

sin 2x
(x+1)(ex−x−1)αdx

cx.∼
1∫
0

2x
x2α

2α

dx
cx.∼

1∫
0

dx
x2α−1 . Ïîñëåäíèé èíòåãðàë,

êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðà 1, ñõîäèòñÿ ïðè 2α−1 < 1⇔ α < 1 è ðàñõîäèòñÿ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë J2.
1. Ïóñòü α > 0. Äîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàë J2 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå ex−x−1

ex
= 1 − x+1

ex
. Íàïîìíèì, ÷òî lim

x→+∞
e−xxβ = 0 äëÿ

âñåõ β ∈ R, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→+∞

(
1− x+1

ex

)
= 1. Çíà÷èò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

+∞ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 − x+1
ex

> 1
2
, ñëåäîâàòåëüíî ex − x − 1 > ex

2
. Èç ýòîãî

íåðàâåíñòâà è èç íåðàâåíñòâ | sin 2x| 6 1, x+ 1 > 1 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣ sin 2x

(x+ 1)(ex − x− 1)α

∣∣∣∣ < 1

(ex − x− 1)α
<

1(
ex

2

)α =
2α

eαx

Èíòåãðàë
+∞∫
1

2α

eαx
dx ñõîäèòñÿ ïðè α > 0, ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë

+∞∫
1

∣∣∣ sin 2x
(x+1)(ex−x−1)α

∣∣∣
ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, èíòåãðàë J2 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

2. Ïóñòü α = 0, òîãäà J2 =
+∞∫
1

sin 2x
x+1

dx. Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî èññëåäîâàòü àíà-

ëîãè÷íî òîìó, êàê ìû èññëåäîâàëè èíòåãðàë â ïðèìåðå 7 è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
èíòåãðàë J2 ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
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3. Ïóñòü α < 0. Îáîçíà÷èì g(x) = 1
(x+1)(ex−x−1)α , òîãäà

+∞∫
1

sin 2x
(x+1)(ex−x−1)αdx =

+∞∫
1

g(x) sin 2xdx. Èç òîãî, ÷òî ∀α < 0∀β lim
x→+∞

e−αxxβ = +∞ ñëåäóåò, ÷òî lim
x→+∞

g(x) =

+∞. Ïîýòîìó ∃δ1∀x > δ1 ↪→ g(x) > 1.
Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë J óäîâëåòâîðÿåò îòðèöàíèþ óñëîâèÿ Êîøè. Äëÿ ëþáîãî

δ2 > 1 ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëà ξ′ = πn è ξ′′ = πn+ π
4
áóäóò

áîëüøå, ÷åì max(δ1, δ2). Íà îòðåçêå [ξ
′, ξ′′] âûïîëíåíî g(x) > 1, à sin 2x > 0.

Òîãäà

∣∣∣∣∣ ξ
′′∫
ξ′
g(x) sin 2xdx

∣∣∣∣∣ = πn+π
4∫

πn

g(x) sin 2xdx >
πn+π

4∫
πn

sin 2xdx = 1
2
. Òàêèì îáðàçîì,

∃ε = 1
2
: ∀δ2 ∈ (1,+∞)∃ξ′ = πn > δ2, ξ

′′ = πn + π
4
> δ2 →

∣∣∣∫ ξ′′ξ′ f(x)dx∣∣∣ > ε. Ïî

êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë J2 ðàñõîäèòñÿ.
Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ J1 è J2, ïîëó÷èì: èíòåãðàë J ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α ∈ (0, 1), ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïðè α = 0 è ðàñõîäèòñÿ â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ.�

Ïðèìåð 10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

+∞∫
1

sin

(
sinx√
x

)
dx.

�Îñîáàÿ òî÷êà +∞. Â îêðåñòíîñòè +∞ âûðàæåíèå
(

sinx√
x

)
ïîä çíàêîì ñèíó-

ñà â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê 0, ïðè x → +∞. Ðàçëîæèì ýòîò ñèíóñ

ïî ôîðìóëå Òåéëîðà: sin
(

sinx√
x

)
= sinx√

x
− 1

6
sin3 x
x3/2

+ o
(

sin3 x
x3/2

)
, ïðè x → +∞. Òîãäà èí-

òåãðàë J ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê J =
+∞∫
1

sin
(

sinx√
x

)
dx =

+∞∫
1

sinx√
x
dx − 1

6

+∞∫
1

sin3 x
x3/2

dx +

+∞∫
1

o
(

sin3 x
x3/2

)
dx = J1 + J2 + J3. Ðàññìîòðèì êàæäîå ñëàãàåìîå â îòäåëüíîñòè.

1. J1 =
+∞∫
1

sinx√
x
dx. Â ñèëó ðåçóëüòàòà ïðèìåðà 8, ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

2. J2 =
+∞∫
1

sin3 x
x3/2

dx. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Î÷åâèä-

íî, ÷òî 0 6
∣∣∣ sin3 xx3/2

∣∣∣ 6 1
x3/2

. Èíòåãðàë
+∞∫
1

1
x3/2

dx ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë

+∞∫
1

∣∣∣ sin3 xx3/2

∣∣∣ dx ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë J2 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

3. J3 =
+∞∫
1

o
(

sin3 x
x3/2

)
dx. Èç îïðåäåëåíèÿ o(.) ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

+∞ âûïîëíåíî
∣∣∣o( sin3 x

x3/2

)∣∣∣ < ∣∣∣ sin3 xx3/2

∣∣∣, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 0 6
∣∣∣o( sin3 x

x3/2

)∣∣∣ 6 1
x3/2

, à

çíà÷èò, èíòåãðàë J3 òîæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Èòîãî, â ñóììå J1 + J2 + J3 îäèí èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî, à âñå îñòàëüíûå �

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, çíà÷èò èíòåãðàë J ñõîäèòñÿ óñëîâíî.�
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Ïðèìåð 11. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

J =

+∞∫
1

sinx√
x− sinx

dx.

�Îñîáàÿ òî÷êà+∞. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ: f(x) = sinx√
x−sinx =

sinx√
x

1
1− sin x√

x

. Âûðàæåíèå sinx√
x
ñòðåìèòñÿ ê 0, ïðè x→ +∞. Ðàçëîæèì âòîðóþ äðîáü ïî

ôîðìóëå Òåéëîðà: f(x) = sinx√
x

1
1− sin x√

x

= sinx√
x

(
1 + sinx√

x
+ sin2 x

x
+ o

(
sin2 x
x

))
= sinx√

x
+ sin2 x

x
+

sin3 x
x
√
x
+ o

(
sin3 x
x
√
x

)
. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî â îòäåëüíîñòè.

1. J1 =
+∞∫
1

sinx√
x
dx. Â ñèëó ðåçóëüòàòà ïðèìåðà 8, ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

2. J2 =
+∞∫
1

sin2 x
x
dx. Â ñèëó ðåçóëüòàòà ïðèìåðà 7, ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

3. J3 =
+∞∫
1

sin3 x
x3/2

dx è J4 =
+∞∫
1

o
(

sin3 x
x3/2

)
dx. Â ïðèìåðå 10 äîêàçàíî, ÷òî ýòè èíòå-

ãðàëû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.
Èòîãî, â ñóììå J = J1+ J2+ J3+ J4 îäèí èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, à âñå îñòàëüíûå

� ñõîäÿòñÿ, çíà÷èò èíòåãðàë J ðàñõîäèòñÿ.�
Çàìå÷àíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëîâ îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé íà

ñõîäèìîñòü íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ èëè ñëåäñòâèå èç íåãî. Äåéñòâè-

òåëüíî, f(x) = sinx√
x−sinx ∼ g(x) = sinx√

x
, x → +∞, ïðè ýòîì èíòåãðàë

+∞∫
1

f(x)dx ðàñõî-

äèòñÿ, à èíòåãðàë
+∞∫
1

g(x)dx ñõîäèòñÿ.
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