
1 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà 6, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì 16 àêñèîìàì, è êîòîðîå ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîãî ýëå-
ìåíòà.

1. ∀a, b ∈ R ↪→ a+ b = b+ a;

2. ∀a, b, c ∈ R ↪→ (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. ∃0 ∈ R : ∀a ∈ R ↪→ a+ 0 = a;

4. ∀a ∈ R∃ − a ∈ R : a+ (−a) = 0;

5. ∀a, b ∈ R ↪→ a · b = b · a;

6. ∀a, b, c ∈ R ↪→ (a · b) · c = a · (b · c);

7. ∃1 ∈ R : ∀a ∈ R ↪→ a · 1 = a;

8. ∀a ∈ R \ {0}∃ 1
a
∈ R : a · 1

a
= 1;

9. ∀a, b, c ∈ R ↪→ a · (b+ c) = a · b+ a · c;

10. ∀a ∈ R ↪→ a 6 a;

11. ∀a, b ∈ R ↪→ a 6 b èëè b 6 a;

12. ∀a, b ∈ R : (a 6 b è b 6 a) ↪→ a = b;

13. ∀a, b, c ∈ R : (a 6 b è b 6 c) ↪→ a 6 c;

14. ∀a, b, c ∈ R : a 6 b ↪→ a+ c 6 b+ c;

15. ∀a, b, c ∈ R : (a 6 b è 0 6 c) ↪→ a · c 6 b · c;

16. Åñëè A,B ⊂ R è ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 b, òî ∃c ∈ R : ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 c 6 b

Ïðèìåð 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìå 16 (àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè), òî åñòü íåâåðíî, ÷òî

åñëè A,B ⊂ Q : ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 b, òî ∃c ∈ Q : ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 c 6 b.

�Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A = {a ∈ Q : a2 < 2}, B = {b ∈ Q : b > 0, b2 > 2}.
Ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B, òî åñòü ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 b. Íî ïðè
ýòîì íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, ðàçäåëÿùåãî ýòè ìíîæåñòâà, òî åñòü òàêîãî
c ∈ Q : ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 c 6 b. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà A è B êàê
ïîäìíîæåñòâà R, òî èõ ðàçäåëÿåò ÷èñëî

√
2, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.�

Îïðåäåëåíèå. Ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R =
R
⋃
{−∞,+∞}. Äëÿ ýëåìåíòîâ −∞,+∞ íå îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ, íî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ: −∞ < +∞ è ∀x ∈ R ↪→ −∞ < x < +∞.
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2 Ñóïðåìóì è èíôèìóì

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî M ∈ R íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
A ⊂ R, åñëè ∀a ∈ A ↪→ a 6 M è íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
A ⊂ R, åñëè ∀a ∈ A ↪→ a >M .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà: ∃M ∈ R : ∀a ∈ A ↪→ a 6 M .
Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,
åñëè îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó è îãðàíè÷åíî ñíèçó.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â âûðàæåíèè ñ êâàíòîðàìè ïîìåíÿòü ìåñòàìè êâàíòîðû ∀
è ∃, òî ñìûñë âûðàæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè
â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà ïåðåñòàâèòü êâàíòîðû, òî ïîëó÷èò-
ñÿ ∀a ∈ A∃M ∈ R ↪→ a 6 M . Ýòî óñëîâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî, â òîì ÷èñëå
íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Èç ëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàñêðûòèè îòðèöàíèÿ ê óñëîâèþ,
ñîäåðæàùåìó êâàíòîð, ñëåäóåò ïîìåíÿòü êâàíòîð, à çíàê îòðèöàíèÿ ïîñòàâèòü ïî-
ñëå ýòîãî êâàíòîðà è ïåðåìåííîé, ê êîòîðîé îí îòíîñèòñÿ. Ïóñòü P (x) � íåêîòîðîå
óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ïåðåìåííóþ x. Òîãäà

¬(∀x ∈ X ↪→ P (x))⇔ ∃x ∈ X : ¬P (x);

¬(∃ x ∈ X : P (x))⇔ ∀x ∈ X ↪→ ¬P (x).

Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü â êâàíòîðàõ îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî A íåîãðà-
íè÷åíî ñâåðõó.

¬(A îãðàíè÷åíî ñâåðõó)⇔ ¬(∃M ∈ R : ∀a ∈ A ↪→ a 6M)⇔

⇔ ∀M ∈ R ↪→ ¬(∀a ∈ A ↪→ a 6M)⇔ ∀M ∈ R∃a ∈ A : ¬(a 6M)⇔

⇔ ∀M ∈ R∃a ∈ A : a > M.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîéM ∈ R íàçûâàåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè ∀a ∈ A ↪→ a 6 M è íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ
ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè ∀a ∈ A ↪→ a >M .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ÷òî +∞ ÿâëÿåòñÿ âåðõíèé ãðàíüþ, a
−∞ íèæíèé ãðàíüþ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå Ýëåìåíò ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîéM ∈ R íàçûâàþò òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ èëè ñóïðåìóìîì ìíîæåñòâà A ⊂ R è ïèøóò M = supA, åñëè

1) M ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
2) íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà, ìåíüøåãî, ÷åì M , è ÿâëÿþùåãîñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-

æåñòâà A, òî åñòü
1) ∀a ∈ A ↪→ a 6M è
2) ¬(∃M ′ ∈ R :M ′ < M, è ∀a ∈ A ↪→ a 6M ′).
Ïåðåïèøåì âòîðîå óñëîâèå â ôîðìå:
2) ∀M ′ ∈ R :M ′ < M∃a ∈ A : a > M ′.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ñóïðåìóì ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåíåí. Ïðè÷åì, åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî åãî ñóïðåìóì � ýòî
÷èñëî, à åñëè ìíîæåñòâî íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ñóïðåìóì ðàâåí +∞
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� Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî A ⊂ R. Åñëè ìíîæåñòâî A íå îãðàíè-
÷åíî ñâåðõó, òî +∞ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âåðõíåé ãðàíüþ A. Â ýòîì ñëó÷àå +∞
óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ supA.

Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå supA ∈ R â ñëó÷àå, êîãäà A îãðàíè÷åíî ñâåðõó.
Ïóñòü B � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé A:

B = {b ∈ R : ∀a ∈ A ↪→ b > a}.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ìíîæåñòâî B íåïóñòî. Òàê êàê
∀a ∈ A∀ b ∈ B ↪→ a 6 b, òî â ñèëó àêñèîìû íåïåðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
∃c ∈ R : ∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 c 6 b.

Ïîêàæåì ÷òî c = supA. Òàê êàê ∀a ∈ A ↪→ a 6 c, òî ïåðâûé ïóíêò îïðåäå-
ëåíèÿ ñóïðåìóìà âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó ∀b ∈ B ↪→ b > c, à B � ìíîæåñòâî âñåõ
êîíå÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà A, òî íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà, ìåíüøåãî, ÷åì c,
è ÿâëÿþùåãîñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîé
ïóíêò îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà, à çíà÷èò, c = supA.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü â R ñóïðåìóìà ìíîæåñòâà A. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ïóñòü äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà M ∈ R è M ′ ∈ R óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ ñóïðå-
ìóìà ìíîæåñòâà A. Ïóñòü M ′ < M (åñëè M ′ > M , òî, ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì
M ′ < M). ÏîñêîëüêóM ′ < M = supA, òî â ñèëó âòîðîãî âòîðîãî ïóíêòà îïðåäåëåíèÿ
ñóïðåìóìà ∃a ∈ A :M ′ < a, òî åñòü ÷èñëîM ′ íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
A. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ïóíêòó îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî M ′ åñòü ñóïðåìóì A.
Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóïðåìóì åäèíñòâåíåí.�

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò m ∈ R íàçûâàþò òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ èëè èíôèíó-
ìîì ìíîæåñòâà A ⊂ R è ïèøóò m = inf A, åñëè

1) ∀a ∈ Aa > m è
2) ∀m′ > m∃a ∈ A : m′ > a.
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü èíôèíó-

ìà äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà. Ïðè÷åì åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî
ñíèçó, òî åãî èíôèíóì � ýòî ÷èñëî, à åñëè ìíîæåñòâî íåîãðàíè÷åíî ñíèçó, òî åãî
èíôèíóì ðàâåí −∞.

3 Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ âëîæåíûõ îòðåçêîâ, åñëè

∀n ∈ N [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn]

Òåîðåìà 2 (Êàíòîð). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷-
êó.
� Ïóñòü {[an, bn]} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ [an, bn]: A = {a1, a2, . . .} è ìíîæå-

ñòâî ïðàâûõ êîíöîâ ýòèõ îòðåçêîâ: B = {b1, b2, . . .}.
Èç îïðåäåëåíèÿ âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñëåäóåò, ÷òî

∀n,m ∈ N : m > n ↪→ an 6 am < bm 6 bn.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n 6 m ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà an 6 am < bm, à ïðè
n > m � íåðàâåíñòâà an < bn 6 bm. Â ëþáîì ñëó÷àå èìååì an 6 bm. Òàêèì îáðàçîì,
∀a ∈ A∀b ∈ B ↪→ a 6 b.

Ïðèìåíèì àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ê ìíîæåñòâàì A è B.
Òîãäà ∃c ∈ R : ∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a 6 c 6 b. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n ∈ N ↪→ c ∈ [an, bn], òî
åñòü c � òî÷êà, îáùàÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ [an, bn].�

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ ìîæåò íå èìåòü íè îäíîé îáùåé
òî÷êè. Íàïðèìåð, {

(
0, 1

n

)
} � ñèñòåìà âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ, íå èìåþùàÿ îáùèõ òî-

÷åê.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçûâàåòñÿ

ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñëè ∀ε > 0∃n : bn − an < ε.
Òåîðåìà 3. Ñòÿãèâàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ èìååò ðîâ-

íî îäíó îáùóþ òî÷êó.
� Ïî òåîðåìå Êàíòîðà îáùàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷-

íûå îáùèå òî÷êè: ∃c, c′ : ∀n ↪→ c, c′ ∈ [an, bn]. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè c′ > c.
Âûáåðåì ε = c′ − c > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìû ∃n : bn − an < ε.
Òîãäà an 6 c < c′ 6 bn. Îòñþäà c

′ − c 6 bn − an < ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε.�

4 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî xn, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð Nε, ÷òî äëÿ âñåõ n > Nε

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε.
Çàïèøåì ýòî óñëîâèå â êâàíòîðàõ:

{ lim
n→∞

xn = a} ⇔ ∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ |xn − a| < ε

Äàäèì îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ:

{ lim
n→∞

xn =∞} ⇔ ∀ε > 0∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ |xn| >
1

ε

{ lim
n→∞

xn = +∞} ⇔ ∀ε > 0∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ xn >
1

ε

{ lim
n→∞

xn = −∞} ⇔ ∀ε > 0∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ xn < −
1

ε

Ìíîæåñòâî Uε(a) = (a − ε, a + ε) íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a ∈ R.
ε-îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ òàê: Uε(+∞) = (1

ε
,+∞), Uε(−∞) =

(−∞,−1
ε
), Uε(∞) = (−∞,−1

ε
)
⋃
(1
ε
,+∞) Òîãäà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå ∀ε > 0∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ xn ∈ Uε(a). Òàêîé âèä óäîáåí, ïîñêîëüêó
ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî çàïèñàòü ïðåäåë äëÿ âñåõ a ∈ R

⋃
{∞}:

{ lim
n→∞

xn = a ∈ R
⋃
{∞}} ⇔ ∀ε > 0∃Nε ∈ N : ∀n > Nε ↪→ xn ∈ Uε(a)

Ïðèìåð 3. Ïðîâåðèòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî lim
n→∞

1
n
= 0.
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�Âûïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà: ∀ε > 0∃Nε : ∀n > Nε ↪→ | 1n − 0| < ε.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî | 1

n
− 0| < ε, ïîëó÷èì n > 1

ε
.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå Nε êàêîå-íèáóäü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ Nε >

1
ε
, íàïðèìåð, Nε = [1

ε
]+1. Òîãäà äëÿ âñåõ n > Nε áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

| 1
n
− 0| = 1

n
6 1

Nε
< ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
1
n
= 0.�

Ïðèìåð 4. Ïðîâåðèòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî lim
n→∞

2−n = 0.

�Âûïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà: ∀ε > 0∃Nε : ∀n > Nε → |2−n − 0| < ε.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî |2−n − 0| < ε, ïîëó÷èì n >

− log2 ε
Âûáåðåì â êà÷åñòâå Nε êàêîå-íèáóäü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ Nε > − log2 ε, íàïðèìåð Nε = [log2 ε] + 1. Òîãäà äëÿ âñåõ n > Nε áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå |2−n − 0| = 2−n 6 2−Nε < ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ýòî îçíà÷àåò,
÷òî lim

n→∞
2−n = 0.�

Ãîâîðÿò, ÷òî â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, åñëè âíå ýòîãî ìíîæåñòâà ëèáî íåò íè îäíîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî
ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 4. ×èñëî a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}.

Ïîñêîëüêó ëþáûå äâå òî÷êè â R èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè, òî ñïðà-
âåäëèâî

Ñëåäñòâèå. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí ïðåäåë.
Òåîðåìà 5.Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Êàê ïîêàçûâàåò

ñëåäóþùèé ïðèìåð, íå ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå xn = (−1)n, ðàñõîäèòñÿ.
�Íèêàêîå ÷èñëî a 6= ±1 íå ìîæåò áûòü ïðåäåëîì {xn}, òàê êàê ñóùåñòâóåò ε-

îêðåñòíîñòü òî÷êè a (íàïðèìåð, ïðè ε = min(|a+1|, |a−1|)), íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîãî
÷ëåíà {xn}. ×èñëî 1 òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì {xn}, òàê êàê ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-
îêðåñòíîñòü òî÷êè 1 (ε = 1), ÷òî âíå åå ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ {xn}
(âñå ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè). Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî �1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì {xn}.
Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì {xn}, òî åñòü îíà ðàñõîäèòñÿ.�

Òåîðåìà 6. Åñëè lim
n→∞

xn = a, à lim
n→∞

yn = b è ∀n ∈ Nxn > yn, òî a > b. Åñëè

lim
n→∞

xn = a, à lim
n→∞

yn = b è ∀n ∈ Nxn > yn, òî a > b.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè â óñëîâèè ýòîé òåîðåìû çàìåíèòü xn > yn íà xn >
yn, òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó a è b îñòàíåòñÿ íåñòðîãèì. Íàïðèìåð, ïðè xn = 2

n
, yn =

1
n
, xn > yn, íî lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = 0.

5 Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

Òåîðåìà 7. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b, òî

à) lim
n→∞

xn + yn = a+ b,

á) lim
n→∞

xnyn = ab,

â) lim
n→∞

xn

yn
= a

b
, ïðè óñëîâèè, ÷òî yn 6= 0 è b 6= 0.

Ïðèìåð 6. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

n2+3
n2+5n+1

.
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�Îáîçíà÷èì äðîáü ïîä çíàêîì ïðåäåëà ÷åðåç xn. Â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå xn
ñòîÿò íåîãðàíè÷åííûå (à çíà÷èò, íå èìåþùèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà) ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ïîýòîìó ïóíêò â) ïðåäûäóùåé òåîðåìû çäåñü íåïðèìåíèì. Ïîñòóïèì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n2, ïîëó÷èì xn =
1+ 3

n2

1+ 5
n
+ 1

n2
. Òàê

êàê lim
n→∞

1
n
= 0, lim

n→∞
1
n2 = 0, òî òåïåðü xn çàïèñàíî êàê îòíîøåíèå äâóõ ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1+ 3
n2

1+ 5
n
+ 1

n2
=

lim
n→∞

(1+ 3
n2 )

lim
n→∞

(1+ 5
n
+ 1

n2 )
= 1

1
= 1. Òàêîãî ðîäà

ðàññóæäåíèÿ îáû÷íî äåëàþòñÿ óñòíî.�
Ïðèìåð 7. Íàéòè îøèáêó â ðàññóæäåíèÿõ: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
1

n
nxn) = lim

n→∞

1

n
· lim
n→∞

(nxn) = 0 · lim
n→∞

(nxn) = 0.

�Êîíå÷íî æå, óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî.
Îøèáêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå lim

n→∞
( 1
n
nxn) = lim

n→∞
1
n
· lim
n→∞

(nxn). Çäåñü ìû ïûòà-

åìñÿ ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå lim
n→∞

xnyn = lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn, íå óáåäèâøèñü, ÷òî ïðåäåëû

â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò.�
Òåîðåìà 8 (î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ). Åñëè ∀n ∈ N ↪→ xn 6 yn 6 zn, à

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a ∈ R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

yn = a.

Ïðèìåð 8. Íàéäòè lim
n→∞

n
√
n.

Îáîçíà÷èì αn = n
√
n− 1. Î÷åâèäíî, αn ≥ 0.

Âîçâåäåì ðàâåíñòâî n
√
n = 1 + αn â ñòåïåíü n, ïîëó÷èì n = (1 + αn)

n = 1 +

n · αn + n(n−1)
2
· α2

n + .... Âñå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó

n = (1 + αn)
n ≥ n(n−1)

2
· α2

n ≥ n2

4
α2
n. Òàêèì îáðàçîì, n ≥ n2

4
α2
n, ñëåäîâàòåëüíî α

2
n ≤ 4

n

èëè αn ≤ 2√
n
. Òàêèì îáðàçîì, 0 ≤ αn ≤ 2√

n
, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 è 2√

n

èìåþò îäèíàêîâûé ïðåäåë 0. Â ñèëó òåîðåìû î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ïîëó÷èì
lim
n→∞

αn = 0, à çíà÷èò, lim
n→∞

n
√
n = 1.

Òåîðåìà 9. Åñëè {xn} ìîíîòîííî íåóáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî îíà ñõî-
äèòñÿ, ïðè÷åì lim

n→∞
xn = sup{xn}. Åñëè {xn} ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà

ñíèçó, òî îíà ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì lim
n→∞

xn = inf{xn}.
Ïðèìåð 9. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, çàäàííîé ðåêóððåíòíî: x1 =

5, xn+1 =
√
xn + 6.

�Èíäóêöèåé ïî n äîêàæåì, ÷òî ∀n ↪→ xn > 3. Èìååì x1 = 5 > 3 è åñëè xn > 3,
òî xn + 6 > 9, òîãäà xn+1 =

√
xn + 6 > 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà ñíèçó

÷èñëîì 3.
Äîêàæåì, ÷òî {xn} ìîíîòîííî óáûâàåò. Èìååì xn+1 < xn ⇔
⇔
√
xn + 6 < xn ⇔ (xn + 6)2 < x2n ⇔ x2n − xn − 6 > 0. Ïîñêîëüêó xn > 3, òî

x2n − xn − 6 > 0, çíà÷èò, xn+1 < xn.
Òàêèì îáðàçîì, {xn} ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî,

îíà èìååò ïðåäåë; îáîçíà÷èì a = lim
n→∞

xn.

xn+1 =
√
xn + 6⇒ x2n+1 = xn + 6. Ïåðåéäåì â ýòîì ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè ê

ïðåäåëó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn+1} åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ïîýòîìó îíà
òîæå ñõîäèòñÿ è èìååò òîò æå ïðåäåë a. Ïîëó÷èì a2 = a + 6. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå,
íàõîäèì êîðíè a = −2, a = 3. Ïîñêîëüêó ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íåîòðèöà-
òåëüíû, îíà íå ìîæåò ñõîäèòñÿ ê îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, çíà÷èò, lim

n→∞
xn = 3.�
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Óòâåðæäåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (1 + 1
n
)n ñõîäèòñÿ. Åå ïðåäåë íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëîì e: lim
n→∞

(1 + 1
n
)n = e ≈ 2, 71...

6 Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Ðàññìîòðèì ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}, òî åñòü òàêóþ, ÷òî n1 <
n2 < . . . < nk < . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, ãäå yk = xnk

, íàçûâàåòñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Åñëè {yk} èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêî-
íå÷íûé ïðåäåë a, òî a íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {xn}.

Òåîðåìà 10. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èìååò òîò æå ïðåäåë.

Òåîðåìà 11 (êðèòåðèé ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà). Ýëåìåíò a ∈ R ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-
íûì ïðåäåëîì {xn} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà à ëåæàò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ ðàçíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòè÷-
íûõ ïðåäåëîâ:

à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(−1)n} èìååò äâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà. Â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè ÷èñëà 1 ëåæàò âñå ÷åòíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî
÷ëåíîâ. Çíà÷èò ÷èñëî 1 - ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(−1)n}. Àíàëîãè÷-
íî, ÷èñëî −1 - ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(−1)n}.

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . èìååò ðîâíî 3 ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà,
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

â) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . . èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷àñòè÷-
íûõ ïðåäåëîâ. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñíîæåñòâà íîìåðîâ, çíà÷èò, â ñèëó êðèòåðèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà,
êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ å¼ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì.

Ïðèìåð 10. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî ÷à-
ñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ñîâïàäàåò ñ R.

�Èçâåñòíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî åñòü ìîæíî ïîñòðî-
èòü áèåêöèþ ìåæäó íàòóðàëüíûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Ðàññìîòðèì ýòó áè-
åêöèþ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a.
Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ÷èñëà a � ýòî èíòåðâàë, à íà ëþáîì èíòåðâàëå ëåæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà a ëåæàò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, çíà÷èò, a � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë {xn}.
Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a, çíà÷èò, {xn} èìååò âñå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà â êà÷åñòâå ñâîèõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ.�

Òåîðåìà 12 (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì L � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {xn}. Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íàçûâàþò ÷èñëî
lim
n→∞

xn = supL, íèæíèì ïðåäåëîì � ÷èñëî lim
n→∞

xn = inf L.

Óïðàæíåíèå. Íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =
(−1)n

(
1− 1

n

)
.

�×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {xn}, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè x2n =

(
1− 1

2n

)
. Íèêàêîå ÷èñëî a > 1 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì

МФТИ, Зухба Р.Д.



8

ïðåäåëîì {xn}, òàê êàê ñóùåñòâóåò ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a (íàïðèìåð, ïðè ε = a− 1),
íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîãî ÷ëåíà {xn}. Çíà÷èò, lim

n→∞
xn = supL = 1. Àíàëîãè÷íî,

lim
n→∞

xn = −1.�

7 Êðèòåðèé Êîøè

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè:

∀ ε > 0∃Nε ∈ N ∀n > Nε,∀m > Nε ↪→ |xn − xm| < ε, èëè â äðóãîì âèäå,

∀ ε > 0∃Nε ∈ N ∀n > Nε,∀ p ∈ N ↪→ |xn − xn+p| < ε

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà îãðàíè-
÷åííà.

�Ïóñòü ε = 1. Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ Êîøè íàéäåòñÿ íîìåð N1 òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n > N1 è ëþáîãî m > N1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |xn − xm| < 1, è, â
÷àñòíîñòè, |xn − xN1| < 1.

Òàê êàê |xn| = |(xn−xN1)+xN1| 6 |xN1|+ |xn−xN1 | < |xN1|+1 äëÿ âñåõ n > N1, òî
ïðè âñåõ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |xn| 6 C, ãäå C = max(|x1|, . . . , |xN1−1|, |xN1|+1).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {xn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.�

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë.

�Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∀ε > 0∃Nε : ∀n > Nε ∀m > Nε ↪→ |xn − xm| <
ε

2
.

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
îãðàíè÷åííà. Òîãäà, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, îíà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}. Ïóñòü åå ïðåäåë ðàâåí a, òî åñòü

lim
k→∞

xnk
= a.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà:

∀ε > 0∃Kε : ∀k > Kε ↪→ |xnk
− a| < ε

2
.

Ïóñòü N = max(Nε, nKε). Ôèêñèðóåì â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
} íîìåð nk >

N . (Òàêîé íîìåð íàéäåòñÿ, òàê êàê nk → ∞ ïðè k → ∞). Òîãäà ïåðåïèøåì óñëîâèå
ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïðè m = nk è ïðè âñåõ n > Nε:

∀ε > 0∃N : m = nk∀n > N ↪→ |xn − xnk
| < ε

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ n > N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|xn − a| = |(xn − xnk
) + (xnk

− a)| 6 |xn − xnk
|+ |xnk

− a| 6 ε

2
+
ε

2
= ε,
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òî åñòü lim
n→∞

xn = a.�

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî îíà
ôóíäàìåíòàëüíà.

�Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

∀ε > 0∃Nε : ∀p > Nε ↪→ |xp − a| <
ε

2
.

Ïîëàãàÿ ñíà÷àëà p = n, çàòåì p = m, ïîëó÷àåì:

|xn − xm| = |(xn − a)− (a− xm)| 6 |xn − a|+ |a− xm| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n > Nε è ëþáîãî m > Nε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî |xn − xm| < ε, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ôóíäàìåíòàëüíà.�

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò
Òåîðåìà 13 (êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåëà êî-

íå÷íûé ïðåäåë íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíà.
Ïðèìåð 11. Äîêàæåì, ÷òî ðàñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå

xn = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
.

�Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè, òî åñòü

∃ ε > 0∀ k ∈ N ∃n > k, ∃m > k → |xn − xm| > ε

Ïóñòü ε = 1
2
, òîãäà äëÿ ëþáîãî k ïîëîæèì n = 2k, m = k. Òîãäà

|xn − xm| = |x2k − xk| =
1

k + 1
+

1

k + 2
+ . . .+

1

2k
>

1

2k
k =

1

2
= ε

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.�
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