
Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

Ïðåäåë ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå 1 ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Uε(x0) = {x ∈ Rn | |x− x0| < ε}.

Ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Ůε(x0) = Uε(x0) \ {x0}.

Îïðåäåëåíèå 2 (ïðåäåëà ïî Êîøè) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëå-
íà â íåêîòîðîé Ůδ0(x0). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò A ∈ R

⋃
{+∞,−∞,∞}

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ x0 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ) è ïèøóò lim

x→x0
f(x) = A, åñëè

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0) : ∀x ∈ Ůδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A).

Îïðåäåëåíèå 3 (ïðåäåëà ïî Ãåéíå) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé Ůδ0(x0). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò A ∈ R

⋃
{+∞,−∞,∞} íà-

çûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ x0 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ) è ïèøóò lim

x→x0
f(x) = A, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå

{xk} ⊂ Ůδ0(x0) (òî åñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî lim
k→∞

xk = x0 è

xk 6= x0 ∀k ∈ N) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå lim
k→∞

f(xk) = A.

Òåîðåìà 1 Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé.

Çàäà÷à 1 Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
(x,y)→(0,0)

x5y
y5x+(x+y)3

.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè x = −y 6= 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f(x, y) = −y6

−y6 = 1, à ïðè x = 0, y 6= 0 � ðàâåíñòâî f(x, y) = 0. Ðàññìîòðèì

äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =
{(

1
k
,− 1

k

)}
è {(x̂k, ŷk)} =

{(
0, 1

k

)}
.

Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ãåéíå, ñõî-
äÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê

lim
k→∞

f(xk, yk) = 1 6= 0 = lim
k→∞

f(x̂k, ŷk),

òî ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñó-
ùåñòâóåò.
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Çàäà÷à 2 Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
(x,y)→(1,0)

ln2(x+y)√
x2+y2−2x+1

.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: v = x− 1, u = y. Òåïåðü çà-

äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ñëåäóþùåãî ïðåäåëà lim
(u,v)→(0,0)

ln2(1+u+v)√
v2+u2

.

Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: u = % cosϕ, v = % sinϕ. Òîãäà ∀ϕ ∈
[0, 2π) íóæíî âû÷èñëèòü ïðåäåë lim

%→+0

ln2(1+% cosϕ+% sinϕ)√
%2 cos2 ϕ+%2 sin2 ϕ

èëè ïîêàçàòü, ÷òî

îí íå ñóùåñòâóåò. f(%, ϕ). Ïðè cosϕ = − sinϕ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(%, ϕ) = 0. Ïðè cosϕ 6= − sinϕ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 ≤ f(%, ϕ) ≤ %2(cosϕ+ sinϕ)2

%
≤ 2%→ 0 ïðè %→ +0.

Òàêèì îáðàçîì, lim
(x,y)→(1,0)

ln2(x+y)√
x2+y2−2x+1

= 0.

Ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèþ

Îïðåäåëåíèå 4 Íàïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçîâåì ëþáîé âåê-
òîð e ∈ Rn åäèíè÷íîé äëèíû.
Ýëåìåíò A ∈ R

⋃
{+∞,−∞,∞} íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ e ∈ Rn, åñëè lim
t→+0

f(x0 + te) = A, òî åñòü

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ t ∈ (0, δ) ↪→ f(x0 + te) ∈ Uε(A).

Ëåììà 1 1. Åñëè A = lim
x→x0

f(x), òî ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ïðåäåë

ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí A.

2. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) = xy2

x2+y4
. Ïîêà-

æåì, ÷òî â òî÷êå (0, 0) ïðåäåë ôóíêöèè f ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ e =
(cosϕ, sinϕ) (ãäå ϕ ∈ [0, 2π)) ñóùåñòâóåò è ðàâåí 0, îäíàêî ïðåäåë ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) íå ñóùåñòâóåò.

1)f(x0 + te) = f(t cosϕ, t sinϕ) =
t3 cosϕ sin2 ϕ

t2 cos2 ϕ+ t4 sin4 ϕ
=

t cosϕ sin2 ϕ

cos2 ϕ+ t2 sin4 ϕ
.

Ïðè cosϕ = 0 èìååì sinϕ 6= 0, è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(t cosϕ, t sinϕ) =

0. Ïðè cosϕ 6= 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(t cosϕ, t sinϕ)| ≤
∣∣∣ t cosϕ sin2 ϕ

cos2 ϕ

∣∣∣→
0 ïðè t→ +0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∀e ∈ R2 : |e| = 1 ∃ lim
t→+0

f(x0 + te) = 0.

2) Çàìåòèì, ÷òî ïðè x = y2 6= 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x, y) = y4

2y4
= 1

2
,

à ïðè x = 0, y 6= 0 � ðàâåíñòâî f(x, y) = 0. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =

{(
1
k2
, 1
k

)}
è {(x̂k, ŷk)} =

{(
0, 1

k

)}
. Ýòè äâå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ
ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê

lim
k→∞

f(xk, yk) =
1

2
6= 0 = lim

k→∞
f(x̂k, ŷk),

òî ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñó-
ùåñòâóåò.

Ïîâòîðíûå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå 5 Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) è òî÷-
êà (x0, y0). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà y ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé lim

x→x0
f(x, y) (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(y). Òî-

ãäà
lim
y→y0

= lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0). Ïðåäåë
lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f â

òî÷êå (x0, y0). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâòîðíûå ïðåäåëû ôóíê-
öèè n ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 1 Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâòîðíîãî ïðåäåëà íå ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ f(x, y) = xy2

x2+y4
. Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0, îäíàêî ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè íå

ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 2 Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè íå ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ f(x, y) =

{
(x+ y) sin 1

x
sin 1

y
, xy 6= 0,

0, xy = 0.

Ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â òî÷êå (0, 0) ðàâåí 0, à ïîâòîðíûå
ïðåäåëû íå ñóùåñòâóþò.
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Çàäà÷à 3 Íàéòè ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè è ïîâòîðíûå ïðåäåëû ôóíê-
öèé

1) f(x, y) = x2y+xy2

x2−xy+y2 ,

2) f(x, y) = x sin 1
y

+ y sin 1
x
,

â òî÷êå (0, 0).

Ðåøåíèå: 1) Ïðè ôèêñèðîâàííîì x 6= 0 âûïîëíåíî lim
y→0

x2y+xy2

x2−xy+y2 = 0,

åñëè x = 0, òî f(0, y) = 0. Òàêèì îáðàçîì, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0. Â ñèëó

ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y âûïîëíåíî
lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåéäåì

ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: x = % cosϕ, y = % sinϕ.

f(% cosϕ, % sinϕ) =
%3 cosϕ sinϕ(cosϕ+ sinϕ)

%2(1− sinϕ cosϕ)
=
% sin 2ϕ(cosϕ+ sinϕ)

(2− sin 2ϕ)
.

Ïðè cosϕ = 0, sinϕ = 0 èëè cosϕ = − sinϕ âûïîëíåíî f = 0. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, â ñèëó íåðàâåíñòâ | sinϕ| ≤ 1, | cosϕ| ≤ 1, | cosϕ + sinϕ| ≤ 1 è
|2− cosϕ| ≥ 1, âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

0 ≤ f(% cosϕ, % sinϕ) ≤ %
√

2→ 0 ïðè %→ +0.

Òàêèì îáðàçîì, lim
(x,y)→(0,0)

x2y+xy2

x2−xy+y2 = 0.

2) Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðåäåë âèäà lim
x→0

sin 1
x
íå ñóùåñòâóåò, íå áóäóò ñó-

ùåñòâîâàòü è ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Â ñëó÷àå æå ñ ïðåäåëîì ïî ñîâîêóïíî-
ñòè (âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå) ìû áóäåò èìåòü
ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ.
Òàêèì îáðàçîì, lim

(x,y)→(0,0)
x sin 1

y
+ y sin 1

x
= 0.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 6 Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà X ⊂ Rn, åñëè ñóùåñòâóåò {xk} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå
â òî÷êå x0.
Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn,
åñëè x0 ∈ X è ∃δ > 0 : Ůδ(x0)

⋂
X = ∅.
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Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂ Rn.
Ýëåìåíò A ∈ R

⋃
{∞} áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì ôóíêöèè f : X → R â

òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó X è ïèñàòü lim
x∈X,x→x0

f(x) = A, åñëè

îïðåäåëåíèå ïî Êîøè:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X
⋂

Ůδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A);

îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå:
∀{xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå â òî÷êå x0 ↪→ lim

n→∞
f(xn) = A.

Îïðåäåëåíèå 8 Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x0 ∈ X ïî ìíîæåñòâó X ⊂ Rn åñëè
1) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X è lim

x∈X,x→x0
f(x) =

f(x0) èëè
2) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂ Rn

(òî åñòü ∃δ0 > 0 : Uδ0(x0) ⊂ X). Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ), åñëè lim

x→x0
f(x) =

f(x0), òî åñòü
îïðåäåëåíèå ïî Êîøè:

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0) : ∀x ∈ Rn : |x− x0| < δ ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;

îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå:

∀{xk} ⊂ Uδ0(x0) : lim
k→∞

xk = x0 ↪→ lim
k→∞

f(xk) = f(x0).

Çäåñü â îïðåäåëåíèè Êîøè íå òðåáóåòñÿ, ÷òî x 6= x0, à â îïðåäåëå-
íèè Ãåéíå íå òðåáóåòñÿ, ÷òî xk 6= x0, òàê êàê ïðè x = x0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(x) = f(x0).

Òåîðåìà 2 Îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâà-
ëåíòíû.

Çàìå÷àíèå 3 Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü f ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíî-
ñòè.
Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè
íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü f ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíî-
ñòè, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ.

Çàäà÷à 4 ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y) =

{
xy

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

1) íåïðåðûâíîé ïî x;

2) íåïðåðûâíîé ïî y;

3) íåïðåðûâíîé

â òî÷êå (0, 0).

Ðåøåíèå: 1) Ïðè y = 0 âûïîëíåíî f(x, 0) = 0 = f(0, 0). Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå (0, 0).
2) Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y,
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ïî ïåðåìåííîé y â òî÷êå (0, 0).
3) Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è ðàññìîòðèì ïðåäåë lim

(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ôóíêöèè %2 cosϕ sinϕ
%2

= cosϕ sinϕ çà-

âèñèò îò óãëà ϕ. Ïðè âûáîðå ϕ = 0 âûïîëíåíî lim
%→+0

%2 cosϕ sinϕ
%2

= 0, ïðè

âûáîðå ϕ = π
4
âûïîëíåíî lim

%→+0

%2 cosϕ sinϕ
%2

= 1
2
. Ïî ñóòè ìû âûáðàëè äâå

ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå, ñõîäÿùèåñÿ ê òî÷êå (0, 0), ïðåäåëû
ôóíêöèè ïî êîòîðûì ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïóíêòà 3) ìû ïîëüçîâàëèñü ïåðåõîäîì ê
ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ÷òî îêàçàëîñü äåéñòâåííûì íå òîëüêî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà.

Çàäà÷à 5 Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèÿ f(x, y) =

{
x3+y3

x+y
, x+ y 6= 0,

3, x+ y = 0.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî íå íà ïðÿìîé x + y = 0 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì íå íà ïðÿ-
ìîé x+ y = 0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä: f(x, y) = x2 − xy + y2. Íåñëîæíî
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óâèäåòü, ÷òî lim
(x,y)→(x0,−x0)

f(x, y) = 3x20. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x0 = ±1 ïðå-

äåë ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â òî÷êå (x0,−x0), à â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ îòëè÷àåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà äàííîé
ôóíêöèè èìååò âèä: {(x, y) ∈ R2 | x+ y = 0, x 6= ±1}.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå 10 Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå E ⊂ X, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E.

Òåîðåìà 3 (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè) Ïóñòü çàäàíû
ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm è âåêòîð-ôóíêöèè f : X → Rm, g : Y → Rp,
íåïðåðûâíûå íà ñâîèõ ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü f(X) ⊂ Y . Òî-
ãäà ñëîæíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ(x) = g(f(x)) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
X.

Çàäà÷à 6 ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y) =

{
x sin 1

y
, y 6= 0,

0, y = 0,
íåïðåðûâ-

íîé?

Ðåøåíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïðè y 6= 0 ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà êàê êîìïî-
çèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåë lim

(x,y)→(0,0)
x sin 1

y
= 0,

êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííóþ. Òàêèì
îáðàçîì, â òî÷êå (0, 0) ôóíêöèÿ f òàêæå íåïðåðûâíà. Îäíàêî ïðè x0 6= 0
ïðåäåë lim

(x,y)→(x0,0)
x sin 1

y
íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Çàäà÷à 7 ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y) =

{
1−cosxy

x2
, x 6= 0,

1
2
, x = 0.

íåïðåðûâ-

íîé?

Ðåøåíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïðè x 6= 0 ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà êàê êîì-

ïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. 1−cos(xy)
x2

= 2 sin2(xy)
x2

. Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
(x,y)→(0,1)

2 sin2(xy
2
)

x2
= 1

2
. Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå (0, 1) ôóíêöèÿ f òàêæå

íåïðåðûâíà. Îäíàêî, â òî÷êàõ âèäà (0, y0), ãäå y0 6= 1 ïðåäåë áóäåò îòëè-
÷åí îò 1

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè) Ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðå-
ðûâíà íà E ⊂ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà G ⊂ Y åãî ïðîîáðàç f−1(G) ⊂ X òîæå ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì ìíîæåñòâîì.

7

МФТИ, Голубев М.О.



Òåîðåìà 5 Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K ⊂
X. Òîãäà f(K) � êîìïàêò â Y .

Çàäà÷à 8 ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî A = {(x, y, z) | ex2+y2 < 1 + z2}
îòêðûòûì?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y, z) = ex
2+y2−1−z2. Îíà íåïðå-

ðûâíà íà R3 êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òîãäà ïî êðèòåðèþ
íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâî A = f−1(−∞, 0) îòêðûòî â R3.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 11 Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x1, x2 ∈ X : |x1 − x2| < δ ↪→ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Òåîðåìà 6 (Êàíòîðà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòå X òîãäà f � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.

Çàäà÷à 9 ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) = xyz
x2+y2+z2

ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé íà A = {(x, y, z) ∈ R3 | |x|+ |y|+ |z| ≥ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 25}?

Ðåøåíèå: Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, òàê êàê ñîäåðæèò-
ñÿ â øàðå B5(0), è çàìêíóòî, â ñèëó íåñòðîãîñòè âñåõ íåðàâåíñòâ íà ïå-
ðåìåííûå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ôóíêöèÿ
f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà ìíîæåñòâå A.
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