
Ïðîñòðàíñòâî Rn

Îïðåäåëåíèå 1 Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â X îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. ∀x, y ∈ X ↪→ x+ y = y + x;

2. ∀x, y, z ∈ X ↪→ (x+ y) + z = x+ (y + z);

3. ∃0 : ∀x ∈ X ↪→ x+ 0 = x;

4. ∀x ∈ X ∃ − x ∈ X : ↪→ x+ (−x) = 0;

5. ∀x ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ α(βx) = (αβ)x;

6. ∀x ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ (α + β)x = αx+ βx;

7. ∀x, y ∈ X ∀α ∈ R ↪→ α(x+ y) = αx+ αy;

8. ∀x ∈ X ↪→ 1x = x.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå àêñèîì, êîòîðûå, î÷åâèäíî, âû-
ïîëíÿþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2 Ëèíåéíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ
åâêëèäîâûì, åñëè â íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü ëþ-
áûì ýëåìåíòàì x, y ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (x, y) ∈ R,
ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:

1. ∀x ∈ X ↪→ (x, x) ≥ 0;

2. ∀x ∈ X : (x, x) = 0 ↪→ x = 0;

3. ∀x, y, z ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z);

4. ∀x, y ∈ X ↪→ (x, y) = (y, x).

Óòâåðæäåíèå 2 Ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) =
x1y1 + . . .+ xnyn, ãäå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), ÿâëÿåòñÿ åâêëèäî-
âûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå àêñèîì, êîòîðûå, î÷åâèäíî, âû-
ïîëíÿþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà A, åñëè ∃ε > 0 : Uε(x) ⊂ A (òî åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ëåæèò
âî ìíîæåñòâå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ).
Âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî intA, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè âíóòðåííèå,
òî åñòü A ⊂ intA. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå intA ⊂ A,
òî ðàâåíñòâî A = intA âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî A îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå 4 Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíî-
æåñòâà A, åñëè ∀ε > 0 : ↪→ Uε(x)

⋂
A 6= ∅ (òî åñòü â ëþáîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ íàéäóòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà).
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâå-
íèÿ A ñîäåðæèòñÿ â A, òî åñòü A ⊂ A. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ïî îïðå-
äåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòûì.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå A ⊂ A, òî
ðàâåíñòâî A = A âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A
çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå 5 Ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ∂A = A \ intA. Òî÷êè ìíîæåñòâà ∂A íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè ìíîæåñòâà A.

Çàìå÷àíèå 1 Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî A = intA
⋃
∂A.

Çàäà÷à 1 Äîêàçàòü, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå è êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Ðåøåíèå: 1) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
∞⋃

m=1

Am, ãäå Am � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî ∀m ∈ N. Âûáåðåì òî÷êó a ∈ A. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà A
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Ak, òàêîå ÷òî a ∈ Ak. Òîãäà a � âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ak, òî åñòü ∃ε > 0, òàêîå ÷òî Uε(a) ⊂ Ak, â ñèëó
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âêëþ÷åíèé Uε(a) ⊂ Ak ⊂ A ïîëó÷àåì, ÷òî a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

2) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
N⋂

m=1

Am, ãäå Am � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

∀m ∈ 1, N . Âûáåðåì òî÷êó a ∈ A. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà A ñëå-
äóåò, ÷òî a ∈ Am ∀m ∈ 1, N . Òîãäà, â ñèëó îòêðûòîñòè êàæäîãî èç
ìíîæåñòâ Am íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà εm > 0, ÷òî Uεm(a) ⊂ Am. Ïóñòü
ε = min{ε1, . . . , εN}. Òîãäà âåðíû âêëþ÷åíèÿ Uε(a) ⊂ Am ∀m ∈ 1, N .
Îòêóäà Uε(a) ⊂ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Çàìå÷àíèå 2 Îòìåòèì, ÷òî ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü Am =

(
0, 1

m

)
. Òîãäà A =

∞⋂
m=1

= {0}. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Î÷å-

âèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ìîæíî ïðèâåñòè è â Rn.

Çàäà÷à 2 Äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

Ðåøåíèå: Ïóñòü A ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, B = Rn \A. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà
x, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà B, íî íå ëåæèò â
B. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ A, à çíà÷èò òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà A, ñëåäîâàòåëüíî ∃ε > 0, òàêîå ÷òî Uε(x) ⊂ A. Îòñþäà
Uε(x)

⋂
B = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâå-

íèÿ ìíîæåñòâà B. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 3 Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîïîëíåíèå çà-
ìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, ÷òî ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå è êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ðåøåíèå: 1) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
N⋃

m=1

Am, ãäå Am � çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî ∀m ∈ 1, N . Ïóñòü B = Rn \ A = Rn \
(

N⋃
m=1

Am

)
. Íåñëîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî Rn\
(

N⋃
m=1

Am

)
=

N⋂
m=1

Rn\Am. Ïðè÷åì, êàæäîå èç ìíîæåñòâ

Rn \ Am ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, êàê äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó. Ìíîæåñòâî
B ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, êàê êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
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Îòñþäà ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, êàê äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó
B.

2) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
∞⋂

m=1

Am, ãäå Am � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

∀m ∈ N. Ïóñòü B = Rn \ A = Rn \
(

∞⋂
m=1

Am

)
. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Rn \
(

∞⋂
m=1

Am

)
=

N⋃
m=1

Rn \ Am. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Rn \ Am ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì. Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Îòñþäà ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, êàê äîïîëíåíèå ê
îòêðûòîìó ìíîæåñòâó B.

Çàäà÷à 4 A ⊂ Rn � îòêðûòîå ⇔ A
⋂
∂A = ∅.

Ðåøåíèå: A ⊂ Rn � îòêðûòîå⇔ âñå òî÷êè A ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè
⇔ ∀a ∈ A ∃ε : Uε(a) ⊂ A ⇔ äëÿ ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ëåæàò òîëüêî òî÷êè ìíîæåñòâà A ⇔ íè îäíà
òî÷êà ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé ⇔ A

⋂
∂A = ∅.

Çàäà÷à 5 A ⊂ Rn � çàìêíóòîå ⇔ ∂A ⊂ A.

Ðåøåíèå: A ⊂ Rn � çàìêíóòîå ⇔ A = A, ïðè÷åì A = intA
⋃
∂A ⇔

∂A ⊂ A è intA ⊂ A, ïðè÷åì âòîðîå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî âñåãäà.

Çàäà÷à 6 A ⊂ Rn � îòêðûòîå, B ⊂ Rn � çàìêíóòîå ⇒ B \A � çàìêíó-
òîå.

Ðåøåíèå: Ïóñòü C = B \A. Ïóñòü ìíîæåñòâî C íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà , íî íå ëåæèò â . Ëèáî ýòà òî÷êà ëåæèò â A è â B, ëèáî ýòà
òî÷êà íå ëåæèò íè â A, íè â B. Â ïåðâîì ñëó÷àå îíà âõîäèò âî ìíîæåñòâî
A ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî, íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà C. Âî âòîðîì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà B, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé
òî÷êè, íå èìåþùàÿ ñî ìíîæåñòâîì B îáùèõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâåííî, íå
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà C. Ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ. Ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
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