
Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà è äèôôåðåíöèàëà

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà â
Uδ(x

0) ⊂ Rn. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 =
(x01, . . . , x

0
n), åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð A = (A1, . . . , An) ∈ Rn òàêîé, ÷òî

f(x)− f(x0) = (A, x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0,

ãäå (A, x−x0) = A1(x1−x01) + . . .+An(xn−x0n) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ A è x−x0, o(|x−x0|) � òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x), ÷òî lim
x→x0

ϕ(x)
|x−x0| = 0.

Ïðè ýòîì âåêòîð A íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gradf(x0).
Èòàê, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò

âåêòîð gradf(x0) ∈ Rn òàêîé, ÷òî

f(x)− f(x0) = (gradf(x0), x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0.

Îïðåäåëåíèå 2 Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ xi − x0i
ôóíêöèÿ df(x0) = (gradf(x0), x− x0).

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x)− f(x0) = ∆f = df(x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïëîñêîñòü âèäà z(x, y) = f(x0, y0) +nx(x−x0) +ny(y−
y0) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y)
â òî÷êå (x0, y0, f(x0, y0)), åñëè îíà ïðèáëèæàåò ãðàôèê ôóíêöèè ñ òî÷-
íîñòüþ äî o(%) ïðè (x, y) → (x0, y0), ãäå % =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2, òî

åñòü
f(x, y)− z = o(%) ïðè (x, y)→ (x0, y0).

Òåîðåìà 1 (î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ãðàäèåíòà è äèôôåðåí-
öèàëà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0, f(x0, y0))
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå (x0, y0). Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè âåêòîð (gradf(x0, y0),−1)
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, à äèôôåðåí-
öèàë ðàâåí ïðèðàùåíèþ àïïëèêàòû êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

df(x0, y0) = z(x, y)− z(x0, y0).
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ïðîèçâîäíûå ïî
íàïðàâëåíèþ

Òåîðåìà 2 (ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè)
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöè-
ðóåìà â ýòîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî âåêòîðó v ∈ Rn

íàçûâàåòñÿ
∂f

∂v
(x0) = lim

t→+0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè v � åäèíè÷íûé âåêòîð (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëå-
íèåì), òî ∂f

∂v
(x0) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ.

Çàäà÷à 1 Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x, y, z) = arcsin z√
x2+y2

â òî÷-

êå M0(1, 1, 1) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
−−→
OM , ãäå M(1, 5, 4).

Ðåøåíèå: Ðåøèì çàäà÷ó, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì. Òî÷êà x0 = (1, 1, 1),
f(1, 1, 1) = π

4
, v = 1√

12+52+42
(1, 5, 4) � íàïðàâëåíèå, ïî êîòîðîìó áóäåì

áðàòü ïðîèçâîäíóþ. Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè ñìåùåíèè â äàííîì íàïðàâ-
ëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(x0+tv) = arcsin
1 + 4√

42
t√(

1 + 1√
42
t
)2

+
(

1 + 5√
42
t
)2 = arcsin

1 + 4√
42
t√

2 + 12√
42
t+ 26

42
t2
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé, ïîëó÷èì:

lim
t→+0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
= lim

t→+0

arcsin 1√
2

((
1 + 4√

42
t
)(

1− 3√
42
t+ o(t)

))
− π

4

t
=

= lim
t→+0

arcsin 1√
2

(
1 + 1√

42
t+ o(t)

)
− π

4

t
= lim

t→+0

π
4

+ 1√
42
t+ o(t)− π

4

t
=

1√
42
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ v = 1√
12+52+42

(1, 5, 4)

ðàâåí 1√
42
.

Òåîðåìà 3 (âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè)
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn, òî ïðîèçâîäíàÿ
ïî ëþáîìó âåêòîðó v ∈ Rn ñóùåñòâóåò è ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäå-
íèþ ãðàäèåíòà íà âåêòîð v:

∂f

∂v
(x0) = (gradf(x0), v).
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Çàìå÷àíèå 1 Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
(è ïî âñåì âåêòîðàì) ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðó-
åìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) =

{
1, x = y2 6= 0,

0, x 6= y2 èëè (x, y) = (0, 0).
Îòìåòèì,

÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v = (v1, v2) ∈ R2 íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ > 0, òàêîå ÷òî ∀t ∈ (0, δ) ↪→ f(δv1, δv2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîä-
íàÿ ∂f

∂v
(0, 0) ïî ëþáîìó âåêòîðó v ∈ R2 ñóùåñòâóåò è ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =
{(

1
k2
, 1
k

)}
è {(x̂k, ŷk)} ={(

0, 1
k

)}
. Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê

lim
k→∞

f(xk, yk) = 1 6= 0 = lim
k→∞

f(x̂k, ŷk),

òî ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñó-
ùåñòâóåò. À çíà÷èò ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïåðâîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0, 0).

Ëåììà 1 (âòîðîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà) Åñëè ôóíê-
öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn è gradf(x0) 6= 0, òî íàïðàâ-
ëåíèå gradf(x0) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèáîëåå áûñòðîãî âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè f â òî÷êå x0, à íàïðàâëåíèå −gradf(x0) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíè-
åì íàèáîëåå áûñòðîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Òî åñòü

max
v∈Rn:|v|=1

∂f
∂v

(x0) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå vmax = gradf(x0)
|gradf(x0)| ;

min
v∈Rn:|v|=1

∂f
∂v

(x0) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå vmin = − gradf(x0)
|gradf(x0)| .

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Îïðåäåëåíèå 5 ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = f(x1, . . . , xn) ïî
ïåðåìåííîé xi â òî÷êå x0 = (x01, . . . , x

0
n) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-

öèè îäíîé ïåðåìåííîé ϕ(xi) = f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) â òî÷êå x0i :

∂f

∂xi
(x0) = f ′xi(x

0) = ϕ′(x0i ) =

lim
xi→x0i

f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)− f(x01, . . . , xn)

xi − x0i
.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f
ïî ïåðåìåííîé xi íóæíî çàôèêñèðîâàòü âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå (ïðè
ýòîì ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé xi), à çàòåì � âû÷èñëèòü
ïðîèçâîäíóþ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Çàäà÷à 2 Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x, y, z) =
(
x
y

)z
.

Ðåøåíèå: Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì, ïîëó÷àåì ∂f
∂x

= zxz−1

yz
,

∂f
∂y

= − zxz

yz+1 ,
∂f
∂z

= ln
(
x
y

)(
x
y

)z
.

Ëåììà 2 (î ñâÿçè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðîèçâîäíûõ ïî íà-
ïðàâëåíèþ) ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ íàïðàâëåíèé v+i = (0, . . . , 0,+1, 0, . . . , 0) è
v−i = (0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0) (ãäå ±1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå) ïðîèçâîäíûå ïî
íàïðàâëåíèþ ∂f

∂v+i
(x0) è ∂f

∂v−i
(x0) ñóùåñòâóþò è ∂f

∂v+i
(x0) = − ∂f

∂v−i
(x0). Ïðè

ýòîì ∂f
∂xi

(x0) = ∂f

∂v+i
(x0) = − ∂f

∂v−i
(x0).

Òåîðåìà 4 (òðåòüå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè)
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn, òî â ýòîé òî÷êå
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ãðàäèåíòà:

gradf(x0) =

(
∂f

∂xi
(x0), . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)
.

Çàìå÷àíèå 2 Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü, à çíà÷èò è ñóùåñòâîâàíèå
ãðàäèåíòà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) =

{
1, x = y2 6= 0,

0, x 6= y2 èëè (x, y) = (0, 0).
Îáå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0) ðàâíû íóëþ, íî, êàê ìû äîêàçàëè âûøå,
ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0, 0).

Çàìå÷àíèå 3 Ïðè ïîìîùè äàííîé òåîðåìû è âòîðîãî íåîáõîäèìîãî
óñëîâèÿ ìîæíî èíà÷å ðåøèòü çàäà÷ó 1.

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂f

∂x
= − 1√

1−
(

z2

x2+y2

) · zx

(x2 + y2)
√
x2 + y2

.
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∂f

∂y
= − 1√

1−
(

z2

x2+y2

) · zy

(x2 + y2)
√
x2 + y2

.

∂f

∂z
=

1√
1−

(
z2

x2+y2

) · 1√
x2 + y2

.

Îòñþäà íàõîäèì ãðàäèåíò gradf(x0) = (−1
2
,−1

2
, 1). È ïðîèçâîäíóþ ïî

íàïðàâëåíèþ: ∂f
∂v

(x0) = (gradf(x0), v) = 1√
42

(−1
2
− 5

2
+ 4) = 1√

42
.

Òåîðåìà 5 (î ñâÿçè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèè) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 =
(x01, . . . , x

0
n), òî äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

df(x0) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)dxi, ãäå dxi = xi − x0i .

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Òåîðåìà 6 Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂xi

(x0) îïðåäåëåíû â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn è íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî ôóíêöèÿ f(x) äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè íåäåôôèðåíöèðóåìû â òî÷êå (0, 0)

1) f(x, y) =
√
|xy|;

2) f(x, y) = 3
√
x3 + y3;

3) f(x, y) = ln(3 + 3
√
x2y)

.

Ðåøåíèå: Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ

ϕ(x, y) =
f(x, y)− f(0, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0)y√

x2 + y2
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, â òî÷êå (0, 0)
⇔ lim

x→0, y→0
ϕ(x, y) = 0. Ïîýòîìó áóäåì â çàäà÷å èññëåäîâàòü äàííûé ïðå-

äåë.
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1) Â ñèëó òîãî, ÷òî f(x, 0) = 0 è f(0, y) = 0, âûïîëíåíî ∂f
∂x

(0, 0) = 0 è

∂f
∂y

(0, 0) = 0, òîãäà ϕ(x, y) =

√
|xy|√
x2+y2

.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =
{(

1
k
, 1
k

)}
è {(x̂k, ŷk)} ={(

0, 1
k

)}
. Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê

lim
k→∞

ϕ(xk, yk) =
1√
2
6= 0 = lim

k→∞
ϕ(x̂k, ŷk),

òî ïðåäåë ôóíêöèè ϕ â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñó-
ùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå (0, 0).
2) Â ñèëó òîãî, ÷òî f(x, 0) = x è f(0, y) = y, âûïîëíåíî ∂f

∂x
(0, 0) = 1 è

∂f
∂y

(0, 0) = 1, òîãäà ϕ(x, y) =
3
√
x3+y3−x−y√
x2+y2

.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =
{(

1
k
, 1
k

)}
è {(x̂k, ŷk)} ={(

0, 1
k

)}
. Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê

lim
k→∞

ϕ(xk, yk) =
3
√

2− 2√
2
6= 0 = lim

k→∞
ϕ(x̂k, ŷk),

òî ïðåäåë ôóíêöèè ϕ â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñó-
ùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå (0, 0).
3) Â ñèëó òîãî, ÷òî f(x, 0) = ln 3 è f(0, y) = ln 3, âûïîëíåíî ∂f

∂x
(0, 0) = 0

è ∂f
∂y

(0, 0) = 0, òîãäà ϕ(x, y) =
ln(3+ 3
√
x2y)−ln 3√
x2+y2

=
ln

(
1+

3√
x2y
3

)
√
x2+y2

.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(xk, yk)} =
{(

1
k
, 1
k

)}
è {(x̂k, ŷk)} ={(

0, 1
k

)}
. Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Ïðè ýòîì:

lim
k→∞

ϕ(xk, yk) = lim
k→∞

k ln(1 + 1
3k

)
√

2
=

1

3
√

2
,

lim
k→∞

ϕ(x̂k, ŷk) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ôóíêöèè ϕ â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0, 0).
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
(x) ôóíêöèè f(x) = f(x1, . . . , xn). ×àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ôóíêöèè ∂f
∂xi

(x) ïî ïåðåìåííîé xj â òî÷êå x
0 íàçûâàåòñÿ ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∂2f

∂xj∂xi
(x0) èëè f ′′xixj(x

0). ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k îïðåäåëÿåòñÿ

èíäóêöèåé ïî k:

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
=

∂

∂xi1

(
∂k−1f

∂xi2 . . . ∂xik

)
.

Äëÿ ôóíêöèè f(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà: ∂2f
∂x2

, ∂2f
∂x∂y

, ∂2f
∂y∂x

, ∂2f
∂y2

. Ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y

è
∂2f
∂y∂x

íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè.

Çàìå÷àíèå 4 Ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ìîãóò çàâèñåòü îò ïîðÿäêà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =

{
xy x

2−y2
x2+y2

, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

f ′x =

{
y
(
x2−y2
x2+y2

+ 2x2

x2+y2
− 2x2 x2−y2

(x2+y2)2

)
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

f ′y =

{
x
(
x2−y2
x2+y2

− 2y2

x2+y2
− 2y2 x2−y2

(x2+y2)2

)
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Îòìåòèì, ÷òî f ′′xy(0, 0) = −1, à f ′′yx(0, 0) = 1.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü îáå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y

(x, y) è ∂2f
∂y∂x

(x, y) îïðå-

äåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) è íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà
∂2f
∂x∂y

(x0, y0) = ∂2f
∂y∂x

(x0, y0).

Îïðåäåëåíèå 7 Ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ k ðàç äèô-
ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ Rn, åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà
(k−1) ôóíêöèè f îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðó-
åìû â òî÷êå x0. Äèôôåðåíöèàë k-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

dkf(x0) = d(dk−1f)(x0).
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Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ k ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ Rn. Òîãäà

dkf(x0) =
n∑

i1=1

. . .

n∑
ik=1

∂kf

∂xik . . . ∂xi1
dxik . . . dxi1 .

Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 8 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ m + 1 ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = (x01, . . . , x

0
n).

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Uδ(x0) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòà-
òî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

f(x) = f(x0) +
m∑
k=1

1

k!
dkf(x0) +

1

(m+ 1)!
dm+1f(x0 + θ∆x),

ãäå θ = θ(x) ∈ (0, 1), ∆x = dx = x− x0.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f äî ïîðÿäêà m
âêëþ÷èòåëüíî ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn è
íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷-
íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

f(x) = f(x0) +
m∑
k=1

1

k!
dkf(x0) + o(|∆x|m), ïðè ∆x = x− x0 → 0.

Çàäà÷à 4 Íàéòè ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) â òî÷-
êå (0, 1) è âûïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà äî o(x2 + (y − 1)2), ãäå f(x, y) =
ln(1 + y sinx).

Ðåøåíèå: Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â
òî÷êå (0, 1). ∂f

∂x
= y cosx

1+y sinx
, ∂f
∂x

(0, 1) = 1, ∂f
∂y

= sinx
1+y sinx

, ∂f
∂y

(0, 1) = 0. Îòìåòèì,
÷òî íàõîäèëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íå òîëüêî â òî÷êå
(0, 1), íî è â åå îêðåñòíîñòè, òàê êàê îíè íàì ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, df(0, 1) = dx.
Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 1).
Ïðè÷åì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì, òî åñòü ôèêñèðîâàòü âñå ïå-
ðåìåííûå êðîìå òîé, ïî êîòîðîé áóäåì áðàòü ïðîèçâîäíóþ

∂2f

∂x2
(0, 1) =

(
cosx

1 + sin x

)′
x=0

=

(
− sinx

1 + sin x
− cos2 x

(1 + sin x)2

)
x=0

= −1.
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∂2f

∂y∂x
(0, 1) = (y)′y=1 = 1.

∂2f

∂x∂y
(0, 1) =

(
sinx

1 + sin x

)′
x=0

=

(
cosx

1 + sin x
− sinx cosx

(1 + sin x)2

)
x=0

= 1.

∂2f

∂y2
(0, 1) = (0)′y=1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì d2f(0, 1) = −dx2+2dxdy. Îñòàëîñü ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ
f ôîðìóëîé Òåéëîðà

f(x, y) = f(0, 1)+df+
1

2
d2f+o(x2+(y−1)2) = x−x

2

2
+x(y−1)+o(x2+(y−1)2).
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