
Ìåðà Æîðäàíà â Rn

Îáîáùèì íà ñëó÷àé Rn ïîíÿòèÿ äëèíû äëÿ n = 1, ïëîùàäè äëÿ n = 2,
îáúåìà äëÿ n = 3.

Îïðåäåëåíèå 1 Ìíîæåñòâî Π ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êëåòêîé (áëîêîì),
åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå Π = {x ∈ Rn | ai ≤
xi ≤ bi, i ∈ 1, n}, ãäå ai ≤ bi, i ∈ 1, n ïðè÷åì êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ìî-
æåò áûòü êàê íåñòðîãèì, òàê è ñòðîãèì.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå n = 1 êëåòêîé áóäåò èíòåðâàë, ïîëóèíòåð-
âàë, îòðåçîê èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ êëåòîê â Rn îïðåäåëèì ôóíêöèþ µ ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ∅ = 0, â

ñëó÷àå, åñëè êëåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òî µΠ =
n∏

i=1

(bi−ai).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìåðû êëåòêè

1) µΠ ≥ 0;

2) åñëè Π � êëåòêà, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êëåòîê Π =
m⋃
i=1

Πi, ãäå Πi

⋂
Πj = ∅ ïðè i 6= j, òîãäà µΠ =

m∑
i=1

µΠi.

Îïðåäåëåíèå 2 Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì (áëî÷-
íûì/ýëåìåíòàðíûì), åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëåòîê, òî åñòü ìíîæåñòâî A ⊂
Rn ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè íàéäóòñÿ êëåòêè {Πk}mk=1 ⊂ Rn, òàêèå

÷òî Πi

⋂
Πj = ∅ ïðè i 6= j è A =

m⋃
k=1

Πk. Ïðè ýòîì îïðåäåëèì ìåðó êëå-

òî÷íîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn, èìåþùåãî ðàçáèåíèå {Πk}mk=1, ñëåäóþùèì

îáðàçîì: µ(A) =
m∑
k=1

µ(Πk).

Çàìå÷àíèå 1 Îòìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà íà êëåò-
êè íååäèíñòâåííî, ïðè ýòîì íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ìåðû
êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà åãî ðàçáèåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1 Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòà îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè (îáúåäèíå-
íèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ áóäåò ýëå-
ìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì).
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Óòâåðæäåíèå 2 A,B ⊂ Rn � êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

1) åñëè A ⊂ B, òî 0 ≤ µ(A) ≤ µ(B);

2) µ(A
⋃
B) ≤ µ(A) + µ(B);

3) åñëè A
⋂
B = ∅, òî µ(A

⋃
B) = µ(A) + µ(B);

4) åñëè A ⊂ B, òî µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Rn îãðàíè÷åíî. ×èñëî µ∗(X) =
sup
A⊂X

µ(A) íàçûâàåòñÿ íèæíåé (âíóòðåííåé) ìåðîé Æîðäàíà ìíîæå-

ñòâà X, ÷èñëî µ∗(X) = inf
X⊂B

µ(B) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (âíåøíåé) ìåðîé

Æîðäàíà ìíîæåñòâà X, ãäå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè áåðóòñÿ ïî âñåì
ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâàì. Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçû-
âàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè µ∗X = µ∗X, îáùåå çíà÷åíèå âåðõ-
íåé è íèæíåé ìåð Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Æîðäàíà ìíîæåñòâà X
è îáîçíà÷àåòñÿ µ(X).

Òåîðåìà 1 Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìåðà åãî ãðàíèöû ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 2 Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ ïî Æîðäàíó, çàìêíó-
òà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3 A,B ⊂ Rn � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

1) åñëè A ⊂ B, òî 0 ≤ µ(A) ≤ µ(B);

2) µ(A
⋃
B) ≤ µ(A) + µ(B);

3) åñëè A
⋂
B = ∅, òî µ(A

⋃
B) = µ(A) + µ(B);

4) åñëè A ⊂ B, òî µ(B \ A) = µ(B)− µ(A);

5) µ(A
⋃
B) + µ(A

⋂
B) = µ(A) + µ(B).

Çàäà÷à 1 Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü
èçìåðèìî è èìååò ìåðó íóëü.

Ðåøåíèå: Ïóñòü A ⊂ B, µ(B) = 0. Çàìåòèì, ÷òî µ∗(A) ≤ µ∗(B), ïî-
ñêîëüêó ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå B, áóäåò ñîäåðæàòü
è A. Ïðè ýòîì µ∗(B) = 0, à çíà÷èò 0 ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A) ≤ 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, µ∗(A) = µ∗(A) = 0, îòêóäà ìíîæåñòâî A èçìåðèìî è µ(A) = 0.
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Çàäà÷à 2 Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn èìååò ìåðó
íóëü.

Ðåøåíèå: Ïî îïðåäåëåíèþ êëåòêè, òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êëåòêîé ìåðû
íóëü. Òîãäà êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå êëåòîê áóäåò ýëåìåíòàðíûì ìíîæå-
ñòâîì, ìåðà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü íåèçìåðèìîñòü ïî Æîðäàíó

1) ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1] â R1;

2) òî÷åê êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1] â R2, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàöèî-
íàëüíû.

Ðåøåíèå: 1) Ñïîñîá 1. Ïóñòü A = [0, 1]
⋂
Q. Òîãäà ∂A = [0, 1]. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè ðàöèîíàëüíîé òî÷êè èç îòðåçêà [0, 1]
ëåæèò êàê ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] (òî÷êè èç ìíîæåñòâà), òàê
è èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] (òî÷êà íå èç ìíîæåñòâà). Òàêèì
îáðàçîì, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Àíàëîãè÷íî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè èððàöèîíàëüíîé
òî÷êè èç îòðåçêà [0, 1] ëåæèò êàê ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] (òî÷-
êè èç ìíîæåñòâà), òàê è èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] (òî÷êà íå èç
ìíîæåñòâà). Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1]
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. µ(∂A) = 1 6= 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì èçìåðèìîñòè, äîêàçûâàåì, ÷òî ìíîæåñòâî A íå
ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.
Ñïîñîá 2. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî µ∗(A) = 0 (ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà,
ñîäåðæàùèåñÿ â A ëèáî ÿâëÿþòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, ëèáî êîíå÷íûì
íàáîðîì ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1], à çíà÷èò èõ ìåðà íå áîëüøå
0), à µ∗(A) = 1 (ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå A ñîäåðæàò îò-
ðåçîê [0, 1] áåç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, à çíà÷èò èõ ìåðà íå ìåíüøå 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.
2) Ñïîñîá 1. Ïóñòü A = [0, 1]

⋂
Q, B = A × A. Òîãäà ∂B = [0, 1] × [0, 1],

µ(∂B) = 1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì èçìåðèìîñòè, äî-
êàçûâàåì, ÷òî ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.
Ñïîñîá 2. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî µ∗(B) = 0, à µ∗(B) =
1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðè-
ìûì.

Çàäà÷à 4 Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî (Q
⋂

[0, 1])× {0} èçìåðèìî â R2.

3

МФТИ, Голубев М.О.



Ðåøåíèå: Ñïîñîá 1. A = (Q
⋂

[0, 1])×{0}. ∂A = [0, 1]×{0} è ÿâëÿåòñÿ
êëåòêîé â R2, ìåðà êîòîðîé ðàâíà íóëþ.
Ñïîñîá 2. µ∗(A) = 0 (ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â A ëèáî
ÿâëÿþòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, ëèáî êîíå÷íûì íàáîðîì ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê îòðåçêà [0, 1], à çíà÷èò èõ ìåðà íå áîëüøå 0), µ∗(A) = 0 (ýëåìåíòàð-
íûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå A ñîäåðæàò îòðåçîê [0, 1] â R2 áåç êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, à çíà÷èò èõ ìåðà íå ìåíüøå 0).

Çàäà÷à 5 Ïðèâåñòè ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâà, çà-
ìûêàíèå êîòîðîãî èçìåðèìî ïî Æîðäàíó.

Ðåøåíèå: Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî ìíîæåñòâà ñëóæèò ìíîæå-
ñòâî A = [0, 1]

⋂
Q èç çàäà÷è 3.

Çàäà÷à 6 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ Rn ñõîäèòñÿ ê x ∈ Rn. Äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî {xk | k ∈ N} èìååò ìåðó íóëü.

Ðåøåíèå: Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∀ε > 0
∃N(ε) ∈ N : ∀k ≥ N(ε) ↪→ xn ∈ Uε(x). Îïðåäåëèì êëåòêó Aε = {y ∈
Rn | xi−ε ≤ yi ≤ xi+ε, i ∈ 1, n}. Çàìåòèì, ÷òî Uε(x) ⊂ Aε. Òàêèì îáðàçîì,
âíå êëåòêè Aε ëåæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Ïðè÷åì, ìåðà Aε ðàâíà (2ε)n. Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî

Bε = Aε

⋃(N(ε)−1⋃
m=1

)
. Î÷åâèäíî, ÷òî µ(Bε) = (2ε)n è {xk | k ∈ N} ⊂ Bε.

Ïðè÷åì, µ(Bε) → 0 ïðè ε → 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì µ∗ ({xk | k ∈ N}
)

= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæåñòâà {xk | k ∈ N} ðàâíà íóëþ.
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