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Теоретический материал.

Теорема Менелая: Пусть на прямых BC,CA,AB, содержащих стороны треугольника ABC, даны соответствен-
но точки M,N,K. Для того, чтобы эти точки лежали на одной прямой, необходимо и достаточно, чтобы имело место
равенство:

−−→
AM
−−→
MB

·
−−→
BN
−−→
NC

·
−−→
CK

KA
= −1.

Из теоремы, в частности, следует соотношение для длин:
| AM |
| MB |

· | BN |
| NC |

· | CK |
| KA |

= 1.

Доказательство :

1) Сделаем дополнительное построение CE ∥ AB. Видим, что △AMK подобен △CEK ( ̸ 1 = ̸ 2 и ̸ 3 = ̸ 4)

⇒ EK

MK
=

CK

AK
=

EC

AM
.

2) ̸ 5 = ̸ 6 (вертикальные), ̸ 7 = ̸ 8 (внутренние накрест лежащие). Следовательно △NBM ∼ △NEC, откуда имеем:

NE

MN
=

EC

MB
=

NC

BN
.

3) Далее EC =
CK ·AM

AK
,
CK

AK
· AM

MB
=

NC

BN
⇔ AM

MB
· BN

NC
· CK

KA
= 1.

Ч.т.д.

Теорема Чевы: Пусть на сторонах треугольника ABC даны точки A1, B1, C1. Отрезки AA1, BB1, CC1 тогда и
только тогда пересекаются в одной точке, когда:

BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= 1.
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Доказательство:

1) Дополнительное построение MN ∥ BC и CC1 ∥ MN = M,BB1


MN = N .

2) Заметим, что △BB1C подобен △ANB1 ( ̸ 1 = ̸ 2, ̸ 3 = ̸ 4). Имеем:
AB1

B1C
=

AN

BC
.

Из подобия △AC1M и △BC1C ⇒ MA

BC
=

AC1

C1B
и из подобия △FAN и △BFA1 получим:

(1)
AN

BA1
=

AF

FA1
=

NF

BF
.

Также из подобия △MFA и △FCA1 ⇒

(2)
AF

A1F
=

MA

A1C
=

MF

FC

и из подобия △MFN и △BFC ⇒ MF

FC
=

NF

BF
.

Из (1) и (2) следует, что
AN

BA1
=

AF

FA1
=

MF

FC
⇒ AN

BA1
=

MA

A1C
⇒ AN

MA
=

BA1

A1C
.

Получаем систему:



BC =
AN ·B1C

AB1

BC =
MA · C1B

AC1

AN

MA
=

BA1

A1C

⇔


AN

MA
· B1C

AB1
· AC1

C1B
= 1

BA1

A1C
· B1C

AB1
· AC1

C1B
= 1

⇔ BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= 1.

Ч.т.д.

Примеры решения задач.

Задача №1 Точки D и K лежат на сторонах AC,BC,△ABC, при этом
BD

DC
=

2

5
,
AK

KC
=

3

2
. В каком отношении

прямая BK делит AD?

Решение:

Пусть AD


BK = O, тогда по теореме Менелая получим:

CD

DB
· BO

OK
· KC

CA
= 1 и

CK

KA
· AO

OD
· DB

BC
= 1.

Имеем:
CK

KA
=

2

3
. Так как

BD

DC
=

2

5
⇒ BD =

2

5
DC, BD + DC = BC, то

есть BC =
7

5
DC ⇒ DC =

5

7
BC, получим, что

2

3
· AO

OD
· 2
5
· DC

BC
= 1 (где

DC =
5

7
BC). Имеем:

2

3
· AO

OD
· 2
7
= 1 ⇒ AO

OD
=

21

4
.
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Ответ: AO

OD
=

21

4
.

Задача №2 Медиана AD и высота CE равнобедренного треугольника △ABC (AB = BC) пересекаются в точке
P . Найти S△ABC , если CP = 5, PE = 2.

Решение:

Известно CE = 2 + 5 = 7, найдём
EA

AB
. По теореме Менелая получим:

BD

DC
· CP

PE
· EA

AB
= 1 и

BE

EA
· AP

PD
· DC

CB
= 1.

Получим систему уравнений:



BE

EA
· AP

PD
· DC

CB
= 1

BD

DC
· CP

PE
· EA

AB
= 1

AB = BC,BD = DC

CP = 5, PE = 2

Имеем:
BD

DC
= 1 и

CP

PE
=

5

2
, откуда

EA

AB
=

2

5
, то есть EA =

2

5
AB. EB = AB − 2

5
AB =

3

5
AB.

В △BEC (EC ⊥ EB) и EC = 7 по теореме Пифагора: 49 = − 9

25
AB2+AB2 (так как BC = AB) ⇒ AB =

35

4
. Получаем:

S△ABC =
1

2
AB · CE =

245

8
.

Ответ: S△ABC =
245

8

Задача №3 В остроугольном треугольнике S△ABC через вершину B и середину CK проведена прямая. В каком
отношении делит эта прямая S△ABC , если ̸ A = α, ̸ B = β и CK — высота.

Решение:

Из отношения площадей имеем:
S△ABB1

S△BCB1

=
AB1

B1C
.

По теореме Менелая:
AB1

B1C
· CP

PK
· KB

AB
= 1

AB1

B1C
=

AB

KB
(AB = AK +KB)

AB1

B1C
=

AK

KB
+ 1

По теореме синусов:


AK

sin(
π

2
− α)

=
KC

sinα

KB

sin(
π

2
− α)

=
KC

sinβ

⇒ AK

KB
=

sinβ sin(
π

2
− α)

sinα sin(
π

2
− β)

Имеем:
SABB1

SBCB1

=
AB1

B1C
=

sinβ cosα

sinα cosβ
+ 1.

Ответ: SABB1

SBCB1

=
AB1

B1C
=

sinβ cosα

sinα cosβ
+ 1.
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Задача №4 В треугольнике △ABC : BD — медиана, AE — биссектриса, K — их точка пересечения. Прямая,
проходящая через вершину C и K, пересекает AB в точке F . Известно, что AB = c, AC = b. Найти AF и FB.

Решение:
По теореме Чевы будем иметь:

AD

DC
· CE

EB
· BF

FA
= 1 (AD = BC).

По теореме о биссектрисе:

CE

EB
=

CA

AB
=

b

c
⇒ BF

FA
=

c

b
, BF =

c

b
FA;

BF +AF = c, получаем:

c

b
+ 1


AF = c;

c+ b

b
AF = c ⇒ AF =

cb

c+ b
и BF =

c2

c+ b
.

Ответ: AF =
cb

c+ b
, BF =

c2

c+ b
.

Упражнения.

1) В △ABC даны стороны: AB = c,BC = a,CA = b. Биссектриса AM пересекает биссектрису BN в точке K. Отрезки
MN и CK пересекаются в точке L. Найти ML/LN .

Ответ: ML

LN
=

c+ a

c+ b
.

2) В △ABC на стороне BC выбрана точка D так, что BD : DC = 1 : 2. Медиана CE треугольника ABC пересекает
отрезок AD в точке F . Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь треугольника AEF?

Ответ: 0,1.

3) Через точку P , лежащую на медиане CC1 треугольника ABC1 проведены прямые AA1 и BB1 (точки A1 и B1 лежат
на стороне BC и CA соответственно). Докажите, что A1B1 ∥ AB.

Указание: применить теорему Чевы.

4) Прямая, соединяющая точку P пересечения диагоналей четырех-угольника ABCD с точкой Q пересечения прямых
AB и CD, делит сторону AD пополам. Докажите, что она делит пополам и сторону DC.

Указание: применить теорему Чевы.

5) Медиана AM и биссектриса CD прямоугольного треугольника ABC ( ̸ B = 90◦) пересекаются в точке O. Найдите
площадь треугольника ABC, если CO = 9, OD = 5.

Ответ: 66,15.
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