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Решения, выезд, вариант Ш 

 

1. Решите неравенство ( )65log294
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Ответ: );877[)3;( ∞++−−∞∈ ∪x  
Решение. Находим ОДЗ: . ( ) ( ∞+−∞−∈ ;53; ∪x )

Перепишем неравенство в виде ( )( )( ) ⎟
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равносильно каждому из следующих неравенств: 
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Последнее неравенство имеет решения );877[]877;( ∞++−−∞∈ ∪x . Пересекая это множество с 
ОДЗ, получаем ответ. 

 

2. Решите систему уравнений 
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Ответ: . ( ) ( ) ( ) ( )1;3,1;3,1;1,1;1 −−−−
Решение. Из первого уравнения системы, умноженного на три, вычтем второе уравнение, 

умноженное на два: 0223311
=+

−
+

x
y

y
x . Обозначим t

y
x
=  и получим уравнение 0223311 =+−

t
t , 

решая которое, находим, что  или 1=t 3−=t . 
Если , то 1=t yx =  и получаем две пары чисел ( ) ( )1;1,1;1 −− . 
Если , то  и получаем две пары чисел 3−=t yx 3−= ( ) ( )1;3,1;3 −− . 
 
3. Рассматриваются всевозможные правильные четырёхугольные пирамиды, у которых медианы 
боковых граней, проведённые из вершины пирамиды, равны a . 

а) Найдите наибольший возможный объём рассматриваемых пирамид. 
б) Для пирамиды наибольшего объёма найдите угол между соседними боковыми гранями. 

Ответ: 
39

8 3aV = , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

3
2arccosγ . 

Решение. Пусть  – высота правильной четырёхугольной пирамиды ; PO PABCD K  – середина 
ребра AD . Тогда . Пусть aPK = β=∠OKP . Тогда βsinaPO = , βcosaKO = , площадь основания 

, объём пирамиды β22 cos4aS ABCD = ( )ββββ 3
3

22 sinsin
3

4sincos4
3
1

−=⋅⋅=
aaaVPABCD . 

Обозначим t=βsin  и рассмотрим ( ) 3tttf −= , где [ ]1;0∈t . ( ) ⎟
⎠
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⎜
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3
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3
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Поскольку 0
3

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′f , ( ) 0>′ tf  при 

3
1<t  и ( ) 0<′ tf  при 

3
1>t , получаем, что функция ( )tf  

достигает своего наибольшего значения при 
3

1=t . Подставляя найденное значение βsin  в 

формулу для объёма пирамиды, получаем 
39

8 3
max

aV = . 

Для нахождения угла между соседними боковыми гранями пирамиды опустим перпендикуляры 
AH  и  из точек CH A  и  на ребро C PD . Тогда γ=∠AHC  – искомый угол. Из прямоугольного 
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треугольника  находим, что его высота POD
15

2

cos2sin

cos2sin
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+

⋅
=

⋅
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ββ

ββ . 

Следовательно, 5tg 2 ==
OH
AOγ , 

3
2cos −=γ . 

 

4. Найдите наименьший корень уравнения 
x

xx
5cos

15tg6ctg =− , принадлежащий отрезку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

17
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8 ππ . 

Ответ: 
34

21π
=x . 

Решение. Данное уравнение равносильно каждому из следующих: 
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Последнее уравнение равносильно системе    
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Решаем первое уравнение системы: 
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Решения первого уравнения совокупности не удовлетворяют условию 05cos ≠x , следовательно, они 

не подходят. Второе уравнение даёт  ( )
34

41 kx +
=
π . На данный в условии отрезок попадают числа 

…,
34

25,
34

21,
34

17 πππ  Первое из них не удовлетворяет условию 05cos ≠x  и, следовательно, не является 

решением уравнения. Число 
34

21π  удовлетворяет условию 05cos6sin ≠xx  и является минимальным 

корнем на данном отрезке. 
 
5. В трапеции ABCD  основание BC  равно 5, боковая сторона AB  равна 10. Биссектриса угла 

BAD  пересекает сторону CD  в точке E , а прямую BC  – в точке F , причём CDAE ⊥ , 4=EF . 
Найдите длины отрезков AE  и AD , а также площадь трапеции. 

Ответ: , , . 9=DE 15=AD 96=S
Решение. Так как FABFADBFA ∠=∠=∠ , то ABFΔ  равнобедренный, 10== ABBF ; 5=−= BCABCF , 

322 =−= EFCFCE . Пусть BT  – высота треугольника ABF . Тогда из подобия прямоугольных 
треугольников BTF  и  следует, что CEF 82 =⋅= FEFT . 

Далее находим: , 8== TFAT 4== EFTE , 12=AE . 
Из подобия треугольников AED  и  (CEF 3: == EFAEk ) следует, что 15=AD . 
Высота трапеции равна сумме высот треугольников  и , проведённых из вершины CEF EAD E . 

Высота  треугольника  равна EL CEF
5

12
5

43
=

⋅
=

⋅
=

CF
EFCEEL . Высота трапеции 

5
484 =⋅= ELh . 

Площадь трапеции ( ) 96
5
48155

2
1

=+=S . 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+++−+

=−−+−+

44

,03222
2222

22

ayxayx

aaxax
 

имеет ровно одно решение. 
Ответ: . [ ) ( ]7;33;1 ∪−∈a
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)Решение. Левая часть второго уравнения есть расстояние между точками  и ( aA ;0 ( )aB ;4− . 

Поскольку расстояние между точками A  и  равно 4, второе уравнение системы задаёт отрезок B
AB , то есть множество точек вида , где ( at; ) 04 ≤≤− t . 

Решая первое уравнение как квадратное уравнение относительно x , находим, что , 
. Таким образом, первое уравнение задаёт две вертикальных прямых на плоскости. 

Для того чтобы система имела ровно одно решение, необходимо и достаточно, чтобы ровно 
одна из этих двух вертикальных прямых пересекала отрезок 

11 −−= ax
32 +−= ax

AB . 
Первая прямая пересекает AB  при , т.е. при 04 1 ≤≤− x 31 ≤≤− a ; вторая прямая – при , 
т.е. при . Следовательно, система имеет ровно одно решение при . 

04 2 ≤≤− x
73 ≤≤ a [ ) ( ]7;33;1 ∪−∈a

  
7. Последнюю цифру шестизначного числа переставили в начало (например, 456789 →  945678), 
и полученное шестизначное число прибавили к исходному числу. Какие числа из промежутка 

]891899;  могли получиться в результате сложения? [891870
Ответ: 891880, 891891. 
Решение. Пусть FEDCBA  – данное шестизначное число. Обозначим пятизначное число EDCBA  
через x . Тогда ( ) ( ) ( FxFxxFFxEDCBAFFEDCBA 9091111000011110000010 +=+=+++=+ ) . Таким 
образом, полученная сумма делится на 11. Из промежутка [ ]891899;891870  на 11 делятся числа 
891880, 891891. 

Докажем, что эти числа могут быть получены в результате сложения. Для этого надо доказать, что 
каждое из уравнений 

( ) 891880909111 =+ Fx , 
( ) 891891909111 =+ Fx  

имеет целочисленное решение, где x  – пятизначное число, а F  – однозначное число, не равное 
нулю. Для этого достаточно в каждом из уравнений подставить 1=F  и убедиться, что 
получающееся значение x  является пятизначным целым числом. Действительно, первому 
уравнению удовлетворяет пара , 71989=x 1=F ; второму – пара 71990=x , 1=F . Значит, если в 
качестве исходных чисел взять 719891, 719901, то в результате перестановки и сложения мы 
получим числа 891880, 891891. 

 
8. На клетчатой доске размера 2522×  (длина стороны клетки равна 1) требуется отметить тройку 
клеток так, чтобы центры этих клеток образовывали прямоугольный треугольник с катетами 
длины 7 и 4 (катеты параллельны краям доски). Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ: 2592. 
Решение. Пусть сторона длины 25 – горизонтальная, сторона длины 22 – вертикальная. Дополним 
каждую нужную тройку клеток четвёртой клеткой так, чтобы центры этих четырёх клеток 
образовывали прямоугольник . Достаточно посчитать количество  таких четвёрок и 
результат умножить на 4. 

74 × k

Пусть катет длины 7 направлен по вертикали. Тогда положение прямоугольника однозначно 
определяется его левой нижней вершиной, которая может быть расположена в любой из 

 нижних строк доски и в любом из 15722 =− 21425 =−  левых столбцов доски. Итого 3152115 =⋅  
вариантов. 

Если катет длины 7 направлен по горизонтали, то аналогично находим количество способов: 
. ( )( ) 324422725 =−−

Итак, ; в ответе получаем 639315324 =+=k 25564 =k . 
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Решения, выезд, вариант И 

 

1. Решите неравенство ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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Ответ: );873[)7;( ∞++−−∞∈ ∪x  
Решение. Находим ОДЗ: . ( ) ( ∞+−∞−∈ ;17; ∪x )

Перепишем неравенство в виде ( )( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+++≤
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

7
1log76log338

2
log 44

2
4 x

xxxxx . На ОДЗ оно 

равносильно каждому из следующих неравенств: 

( )(( )16log338
2

log 4
2

4 −+≤
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ xxxx ) ;   65338

2
2

2
−+≤++ xxxx ;  0393

2

2
≥−− xx . 

Последнее неравенство имеет решения );873[]873;( ∞++−−∞∈ ∪x . Пересекая это множество с 
ОДЗ, получаем ответ. 

 

2. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=++
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xy
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y
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x
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y
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Ответ: ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

16
165;

2
165,

16
165;

2
165,1;1,1;1 . 

Решение. Из первого уравнения системы, умноженного на три, вычтем второе уравнение, 

умноженное на два: 098
=−+

x
y

y
x . Обозначим t

y
x
=  и получим уравнение 098

=−+
t

t , решая 

которое, находим, что  или . 1=t 8=t
Если , то 1=t yx =  и получаем две пары чисел ( ) ( )1;1,1;1 −− . 

Если , то  и получаем две пары чисел 8=t yx 8= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

16
165;

2
165,

16
165;

2
165 . 

 
3. Рассматриваются всевозможные правильные треугольные пирамиды, у которых медианы 
боковых граней, проведённые из вершины пирамиды, равны a . 

а) Найдите наибольший возможный объём рассматриваемых пирамид. 
б) Для пирамиды наибольшего объёма найдите угол между соседними боковыми гранями. 

Ответ: 
3

2 3aV = , . D120=γ

Решение. Пусть  – высота правильной треугольной пирамиды ; PO PABC K  – середина ребра . 
Тогда . Пусть 

AC
aPK = β=∠OKP . Тогда βsinaPO = , βcosaKO = , площадь основания 

β22 cos33 aS ABC = , объём пирамиды ( )ββββ 3322 sinsin3sincos33
3
1

−=⋅⋅= aaaVPABC . 

Обозначим t=βsin  и рассмотрим ( ) 3tttf −= , где [ ]1;0∈t . ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=′ ttttf

3
1

3
12 331 . 

Поскольку 0
3

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′f , ( ) 0>′ tf  при 

3
1<t  и ( ) 0<′ tf  при 

3
1>t , получаем, что функция ( )tf  

достигает своего наибольшего значения при 
3

1=t . Подставляя найденное значение βsin  в 

формулу для объёма пирамиды, получаем 
3

2 3
max

aV = . 
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Для нахождения угла между соседними боковыми гранями пирамиды опустим перпендикуляры 

AH  и CH  из точек A  и  на ребро C PB . Тогда γ=∠AHC  – искомый угол. Из треугольника PBK  

находим, что его высота 
3
2

cos4sin

cos3sin
2222

a

aa

aa
BP

KBOPKH =
+

⋅
=

⋅
=

ββ

ββ . Следовательно, 

3cos3tg 2 ==
HK
AK

=
KH

a βγ , . D120=γ

 

4. Найдите наименьший корень уравнения 
x

xx
7cos

17tg12tg =+ , принадлежащий отрезку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

31
92;

31
46 ππ . 

Ответ: 
62

97π
=x . 

Решение. Данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

xx
x

x
x

7cos
1

7cos
7sin

12cos
12sin

=+ ,    
xxx

xxxx
7cos

1
7cos12cos

7sin12cos7cos12sin
=

+ ,  
xxx

x
7cos

1
7cos12cos

19sin
= . 

Последнее уравнение равносильно системе    
⎩
⎨
⎧

≠
=

.07cos12cos
,19sin12cos

xx
xx

Решаем первое уравнение системы: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
19cos12cos πxx

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ζ∈++−=

+−=
⇔

.,2
2

1912

,2
2

1912

kkxx

kxx

ππ

ππ

 

Решения первого уравнения совокупности не удовлетворяют условию , следовательно, они 

не подходят. Второе уравнение даёт  

07cos ≠x
( )

62
14 +

=
kx π . На данный в условии отрезок попадают числа 

…,
62

101,
62

97,
62

93 πππ  Первое из них не удовлетворяет условию 07cos ≠x  и, следовательно, не является 

решением уравнения. Число 
62

97π  удовлетворяет условию  и является 

минимальным корнем на данном отрезке. 

07cos12cos ≠xx

 
5. В трапеции ABCD  основание BC  равно 5, боковая сторона CD  равна 10. Биссектриса угла 

ADC  пересекает сторону AB  в точке E , а прямую BC  – в точке F , причём ABDE ⊥ , 4=BE . 
Найдите длины отрезков DE  и AD , а также площадь трапеции. 

Ответ: , , . 9=DE 15=AD 96=S
Решение. Так как CDFADFCFD ∠=∠=∠ , то CFDΔ  равнобедренный, 10== CDCF ; 

, 5=−= BCCDBF 322 =−= BEBFEF . Пусть  – высота треугольника . Тогда из подобия 
прямоугольных треугольников  и 

CT CFD
CTF BEF  следует, что 62 =⋅= FEFT . 

Далее находим: , , 6== TFDT 3== EFTE 9=DE . 
Из подобия треугольников AED  и BEF  ( 3: == EFDEk ) следует, что 15=AD . 
Высота трапеции равна сумме высот треугольников BEF  и , проведённых из вершины EAD E . 
Высота  треугольника  равна EL CMK

5
12

5
43
=

⋅
=

⋅
=

BF
EFBEEL . Высота трапеции 

5
484 =⋅= ELh . 

Площадь трапеции ( ) 96
5
48155

2
1

=+=S . 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++++++

=−+++−

4242

,034424
2222

22

ayxayx

aaxax
 

имеет ровно одно решение. 



 

© МФТИ, 2012 

6

Ответ: ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈

2
1;

2
3

2
3;

2
7 ∪a . 

Решение. Левая часть второго уравнения есть расстояние между точками  и ( )aA 2;0 − ( )aB 2;4 −− . 
Поскольку расстояние между точками A  и  равно 4, второе уравнение системы задаёт отрезок B
AB , то есть множество точек вида , где ( at 2; − ) 04 ≤≤− t . 

Решая первое уравнение как квадратное уравнение относительно x , находим, что , 
. Таким образом, первое уравнение задаёт две вертикальных прямых на плоскости. 

Для того чтобы система имела ровно одно решение, необходимо и достаточно, чтобы ровно 
одна из этих двух вертикальных прямых пересекала отрезок 

121 −= ax
322 += ax

AB . 
Первая прямая пересекает AB  при , т.е. при 04 1 ≤≤− x

2
1

2
3

≤≤− a ; вторая прямая – при , 

т.е. при 

04 2 ≤≤− x

2
3

2
7

−≤≤− a . Следовательно, система имеет ровно одно решение при 

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈

2
1;

2
3

2
3;

2
7 ∪a . 

 
7. Последнюю цифру шестизначного числа переставили в начало (например, 456789 →  945678), 
и полученное шестизначное число прибавили к исходному числу. Какие числа из промежутка 

]375380;  могли получиться в результате сложения? [375355
Ответ: 375364, 375375. 
Решение. Пусть FEDCBA  – данное шестизначное число. Обозначим пятизначное число EDCBA  
через x . Тогда ( ) ( ) ( FxFxxFFxEDCBAFFEDCBA 9091111000011110000010 +=+=+++=+ ) . Таким 
образом, полученная сумма делится на 11. Из промежутка [ ]375380;375355  на 11 делятся числа 
375364, 375375. 

Докажем, что эти числа могут быть получены в результате сложения. Для этого надо доказать, что 
каждое из уравнений 

( ) 375364909111 =+ Fx , 
( ) 374375909111 =+ Fx  

имеет целочисленное решение, где x  – пятизначное число, а F  – однозначное число, не равное 
нулю. Для этого достаточно в каждом из уравнений подставить 1=F  и убедиться, что 
получающееся значение x  является пятизначным целым числом. Действительно, первому 
уравнению удовлетворяет пара , 25033=x 1=F ; второму – пара 25034=x , 1=F . Значит, если в 
качестве исходных чисел взять 250331, 250341, то в результате перестановки и сложения мы 
получим числа 375364, 375375. 

 
8. На клетчатой доске размера 1931×  (длина стороны клетки равна 1) требуется отметить тройку 
клеток так, чтобы центры этих клеток образовывали прямоугольный треугольник с катетами 
длины 5 и 7 (катеты параллельны краям доски). Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ: 2592. 
Решение. Пусть сторона длины 31 – горизонтальная, сторона длины 19 – вертикальная. Дополним 
каждую нужную тройку клеток четвёртой клеткой так, чтобы центры этих четырёх клеток 
образовывали прямоугольник . Достаточно посчитать количество  таких четвёрок и 
результат умножить на 4. 

75 × k

Пусть катет длины 5 направлен по вертикали. Тогда положение прямоугольника однозначно 
определяется его левой нижней вершиной, которая может быть расположена в любой из 

 нижних строк доски и в любом из 14519 =− 24731 =−  левых столбцов доски. Итого 3362414 =⋅  
вариантов. 

Если катет длины 5 направлен по горизонтали, то аналогично находим количество способов: 
. ( )( ) 312531719 =−−

Итак, ; в ответе получаем 648312336 =+=k 25924 =k . 
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Решения, выезд, вариант Ф 

  

1. Решите неравенство ( )7217log25110
2

log
9
1log 2

49
2

7
1

7
1 +−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
− xxxx

x
x . 

Ответ: );9(]871;( ∞+−−−∞∈ ∪x  
Решение. Находим ОДЗ: . ( ) ( ∞+∞−∈ ;91; ∪x )

Перепишем неравенство в виде ( )( )( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−≤−−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
− 5110

2
log98log

9
1log

2

7
1

7
1

7
1 xxxx

x
x . На ОДЗ оно 

равносильно каждому из следующих неравенств: 

( )(( )18log5110
2

log
7

1
7

1

2
−−≥

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− xxxx ) ;   895110

2
2

2
+−≤+− xxxx ;  043

2

2
≥−+ xx . 

Последнее неравенство имеет решения );871[]871;( ∞++−−−−∞∈ ∪x . Пересекая это множество 
с ОДЗ, получаем ответ. 

 

2. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=++

.2623

,8443

xyx
y

y
x

xyx
y

y
x

 

Ответ: ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− 11

3
33
2

11
3

33
2 3;,3;,1;2,1;2  

Решение. Из первого уравнения системы вычтем второе уравнение, умноженное на четыре: 

02049
=−

−
+

−
x
y

y
x . Обозначим t

y
x
=  и получим уравнение 02049 =−−−

t
t , решая которое, 

находим, что  или 2−=t
9
2

−=t . 

Если , то  и получаем две пары чисел 2−=t yx 2−= ( ) ( )1;2,1;2 −− . 

Если 
9
2

−=t , то 
9
2yx −

=  и получаем две пары чисел ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 11

3
33
2

11
3

33
2 3;,3; . 

 
3. Рассматриваются всевозможные правильные шестиугольные пирамиды, боковые рёбра 
которых равны a . 

а) Найдите наибольший возможный объём рассматриваемых пирамид. 
б) Для пирамиды наибольшего объёма найдите угол между соседними боковыми гранями. 

Ответ: 
3

3aV = , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
4arccosγ . 

Решение. Пусть  – высота правильной шестиугольной пирамиды ; отрезки PO PABCDEF AE  и OF  
пересекаются в точке K . По условию aPF = . Пусть β=∠OFP . Тогда βsinaPO = , βcosaFO = , 

площадь основания β22 cos
2

33 aS ABCDEF = , объём пирамиды  =PABCDEFV

( )ββββ 3
3

22 sinsin
2
3sincos

2
33

3
1

−=⋅⋅=
aaa . 

Обозначим t=βsin  и рассмотрим ( ) 3tttf −= , где [ ]1;0∈t . ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=′ ttttf

3
1

3
12 331 . 

Поскольку 0
3

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′f , ( ) 0>′ tf  при 

3
1<t  и ( ) 0<′ tf  при 

3
1>t , получаем, что функция ( )tf  
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достигает своего наибольшего значения при 

3
1=t . Подставляя найденное значение βsin  в 

формулу для объёма пирамиды, получаем 
3

3
max

aV = . 

Для нахождения угла между соседними боковыми гранями пирамиды опустим перпендикуляры 
AH  и EH  из точек A  и E  на ребро PF . Тогда γ=∠AHE  – искомый угол. Из прямоугольного 

треугольника  находим, что его высота POF
3
2cossin a

a
aa

PF
OFOPOL =

⋅
=

⋅
=

ββ . 
6
2

2
1 aOLKH ==  

Следовательно, 3tg 2 ==
KH
AKγ , 

5
4cos −=γ . 

 

4. Найдите наибольший корень уравнения 
x

xx
7cos

110tg7tg =− , принадлежащий отрезку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

13
46;

13
2 ππ . 

Ответ: 
26

87π
=x . 

Решение. Данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

xx
x

x
x

7cos
1

10cos
10sin

7cos
7sin

=− ,    
xxx

xxxx
7cos

1
7cos10cos

10sin7cos10cos7sin
=

− ,  
xxx

x
7cos

1
7cos10cos

3sin
=

− . 

Последнее уравнение равносильно системе    
⎩
⎨
⎧

≠
−=

.07cos10cos
,3sin10cos

xx
xx

Решаем первое уравнение системы: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
3cos10cos πxx

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ζ∈+−−=

++=
⇔

.,2
2

310

,2
2

310

kkxx

kxx

ππ

ππ

 

Решения первого уравнения совокупности не удовлетворяют условию , следовательно, они 

не подходят. Второе уравнение даёт  
07cos ≠x

( )
26

14 −
=

kx π . На данный в условии отрезок попадают числа 

…,
26

83,
26

87,
26

91 πππ  Первое из них не удовлетворяет условию 07cos ≠x  и, следовательно, не является 

решением уравнения. Число 
26

87π  удовлетворяет условию  и является 

максимальным корнем на данном отрезке. 

07cos10cos ≠xx

 
5. Основание BC  трапеции ABCD  равно 5, боковая сторона AB  равна 10. Биссектриса угла BAD  
пересекает боковую сторону CD  в точке M , а прямую BC  – в точке K , причём CDAK ⊥ , 

3=CM . Найдите длины отрезков AM  и AD , а также площадь трапеции. 
Ответ: 12=AM , , 15=AD 96=S . 
Решение. Так как BAKKADBKA ∠=∠=∠ , то ABKΔ  равнобедренный, 10== ABBK ; 5=−= BCABCK , 

422 =−= CMCKMK . Пусть BE  – высота треугольника ABK . Тогда из подобия прямоугольных 
треугольников BEK  и  следует, что CMK 62 =⋅= CMBE . 

Далее находим: EKAE = , 4== MKEM , 123 =⋅= EMAM . 
Из подобия треугольников AMD  и  (CMK 3: == MKAMk ) следует, что . 15=AD
Высота трапеции равна сумме высот треугольников  и MCK MAD , проведённых из вершины M . 

Высота MT  треугольника  равна CMK
5

12
5

43
=

⋅
=

⋅
=

CK
KMCMMT . Высота трапеции 

5
484 =⋅= MTh . 

Площадь трапеции ( ) 96
5
48155

2
1

=+=S . 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 
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( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++−+++

=−++++

44

,03222
2222

22

ayxayx

aaxax
 

имеет ровно одно решение. 
Ответ: . [ ) ( ]1;33;7 −−−∈ ∪a
Решение. Левая часть второго уравнения есть расстояние между точками  и ( )aA −;0 ( )aB −;4 . 
Поскольку расстояние между точками A  и  равно 4, второе уравнение системы задаёт отрезок B
AB , то есть множество точек вида , где ( at −; ) 40 ≤≤ t . 

Решая первое уравнение как квадратное уравнение относительно x , находим, что , 
. Таким образом, первое уравнение задаёт две вертикальных прямых на плоскости. 

Для того чтобы система имела ровно одно решение, необходимо и достаточно, чтобы ровно 
одна из этих двух вертикальных прямых пересекала отрезок 

ax −=11

32 −−= ax

AB . 
Первая прямая пересекает AB  при , т.е. при 40 1 ≤≤ x 13 ≤≤− a ; вторая прямая – при , т.е. 
при . Следовательно, система имеет ровно одно решение при . 

40 2 ≤≤ x
37 −≤≤− a [ ) ( ]1;33;7 −−−∈ ∪a

 
7. Последнюю цифру шестизначного числа переставили в начало (например, 456789 →  945678), 
и полученное шестизначное число прибавили к исходному числу. Какие числа из промежутка 

]427434;  могли получиться в результате сложения? [427411
Ответ: 427416, 427427. 
Решение. Пусть FEDCBA  – данное шестизначное число. Обозначим пятизначное число EDCBA  
через x . Тогда ( ) ( ) ( FxFxxFFxEDCBAFFEDCBA 9091111000011110000010 +=+=+++=+ ) . Таким 
образом, полученная сумма делится на 11. Из промежутка [ ]427434;427411  на 11 делятся числа 
427416, 427427. 

Докажем, что эти числа могут быть получены в результате сложения. Для этого надо доказать, что 
каждое из уравнений 

( ) 427416909111 =+ Fx , 
( ) 427427909111 =+ Fx  

имеет целочисленное решение, где x  – пятизначное число, а F  – однозначное число, не равное 
нулю. Для этого достаточно в каждом из уравнений подставить 1=F  и убедиться, что 
получающееся значение x  является пятизначным целым числом. Действительно, первому 
уравнению удовлетворяет пара , 29765=x 1=F ; второму – пара 29766=x , 1=F . Значит, если в 
качестве исходных чисел взять 297651, 297661, то в результате перестановки и сложения мы 
получим числа 427416, 427427. 
 
8. На клетчатой доске размера 2428×  (длина стороны клетки равна 1) требуется отметить тройку 
клеток так, чтобы центры этих клеток образовывали прямоугольный треугольник с катетами 
длины 9 и 5 (катеты параллельны краям доски). Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ: 2824. 
Решение. Пусть сторона длины 28 – горизонтальная, сторона длины 24 – вертикальная. Дополним 
каждую нужную тройку клеток четвёртой клеткой так, чтобы центры этих четырёх клеток 
образовывали прямоугольник . Достаточно посчитать количество  таких четвёрок и 
результат умножить на 4. 

95× k

Пусть катет длины 5 направлен по вертикали. Тогда положение прямоугольника однозначно 
определяется его левой нижней вершиной, которая может быть расположена в любой из 

 нижних строк доски и в любом из 19524 =− 19928 =−  левых столбцов доски. Итого 3611919 =⋅  
вариант. 

Если катет длины 5 направлен по горизонтали, то аналогично находим количество способов: 
. ( )( ) 345924528 =−−

Итак, ; в ответе получаем 706345361 =+=k 28244 =k . 
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Решения, выезд, вариант Р 

 

1. Решите неравенство ( )209log196
2

log2
5
3log 2

5

2

255
1 +−≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ xxxx

x
x . 

Ответ: );5(]875;( ∞+−−−∞∈ ∪x  
Решение. Находим ОДЗ: . ( ) ( ∞+−∞−∈ ;53; ∪x )

Перепишем неравенство в виде ( )( )( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−≤−−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ 196

2
log54log

5
3log

2

5
1

5
1

5
1 xxxx

x
x . На ОДЗ оно 

равносильно каждому из следующих неравенств: 

( )(( )34log196
2

log
5

1
5

1

2
+−≥

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− xxxx ) ;   12196

2
2

2
−−≤+− xxxx ;  0315

2

2
≥−+ xx . 

Последнее неравенство имеет решения );875[]875;( ∞++−−−−∞∈ ∪x . Пересекая это множество 
с ОДЗ, получаем ответ. 

 

2. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+

=−+

.31047

,4526

xy
x
y

y
x

xy
x
y

y
x

 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( )1;,1;,1;2,1;2 2
1

2
1 −−−− . 

Решение. Из первого уравнения системы, умноженного на три, вычтем второе уравнение, 

умноженное на четыре: 0251010
=+

−
+

−
x

y
y

x . Обозначим t
y
x
=  и получим уравнение 

0251010 =+−−
t

t , решая которое, находим, что 2=t  или 
2
1

=t . 

Если , то  и получаем две пары чисел 2=t yx 2= ( ) ( )1;2,1;2 −− . 

Если 
2
1

=t , то 
2
yx =  и получаем две пары чисел ( ) ( )1;,1; 2

1
2

1 −− . 

 
3. Рассматриваются всевозможные правильные четырёхугольные пирамиды, боковые рёбра 
которых равны a . 

а) Найдите наибольший возможный объём рассматриваемых пирамид. 
б) Для пирамиды наибольшего объёма найдите угол между соседними боковыми гранями. 

Ответ: 
39

4 3aV = , . D120=γ

Решение. Пусть  – высота правильной четырёхугольной пирамиды ; боковое ребро 
. Пусть 

PO PABCD
aPA = β=∠OAP . Тогда βsinaPO = , βcosaAO = , площадь основания , 

объём пирамиды 

β22 cos2aS ABCD =

( )ββββ 3
3

22 sinsin
3

2sincos2
3
1

−=⋅⋅=
aaaVPABCD . 

Обозначим t=βsin  и рассмотрим ( ) 3tttf −= , где 
[ ]1;0∈t

. ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=′ ttttf

3
1

3
12 331 . 

Поскольку 0
3

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′f , ( ) 0>′ tf  при 

3
1<t  и ( ) 0<′ tf  при 

3
1>t , получаем, что функция ( )tf  

достигает своего наибольшего значения при 
3

1=t . Подставляя найденное значение βsin  в 

формулу для объёма пирамиды, получаем 
39

4 3
max

aV = . 
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Для нахождения угла между соседними боковыми гранями пирамиды опустим перпендикуляры 

AH  и  из точек CH A  и  на ребро C PD . Тогда γ=∠AHC  – искомый угол. Из прямоугольного 

треугольника  находим, что его высота POD 3
2cossinsin aaODOH ==⋅= βββ . Следовательно, 

3tg 2 ==
OH
AOγ , D602 =γ , . D120=γ

 

4. Найдите наибольший корень уравнения 
x

xx
5cos

15tg12ctg =+ , принадлежащий отрезку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

19
9;

19
47 ππ . 

Ответ: 
38

23π
−=x . 

Решение. Данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

xx
x

x
x

5cos
1

5cos
5sin

12sin
12cos

=+ ,       
xxx

xxxx
5cos

1
5cos12sin

5sin12sin5cos12cos
=

+ ,  
xxx

x
5cos

1
5cos12sin

7cos
= . 

Последнее уравнение равносильно системе    
⎩
⎨
⎧

≠
=

.05cos12sin
,12sin7cos

xx
xx

Решаем первое уравнение системы: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
12cos7cos πxx

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ζ∈++−=

+−=
⇔

.,2
2

127

,2
2

127

kkxx

kxx

ππ

ππ

 

Решения первого уравнения совокупности не удовлетворяют условию 05cos ≠x , следовательно, они 

не подходят. Второе уравнение даёт  ( )
38

41 kx +
=
π . На данный в условии отрезок попадают числа 

…,
38

27,
38

23,
38

19 πππ
−−−  Первое из них не удовлетворяет условию 05cos ≠x  и, следовательно, не 

является решением уравнения. Число 
38

23π
−  удовлетворяет условию  и является 

максимальным корнем на данном отрезке. 

05cos12sin ≠xx

 
 
5. В трапеции ABCD  основание BC  равно 5, боковая сторона CD  равна 10. Биссектриса угла 

ADC  пересекает сторону AB  в точке M , а прямую BC  – в точке N , причём AM , 3DN ⊥ =MN . 
Найдите длины отрезков DN  и AD , а также площадь трапеции. 

Ответ: , , 12=DN 15=AD 96=S . 
Решение. Так как NDCNDADNC ∠=∠=∠ , то DNCΔ  равнобедренный, 10== CDCN ; 

, 5=−= BCCDBN 422 =−= NMBNBM . Пусть  – высота треугольника . Тогда из 
подобия прямоугольных треугольников  и  следует, что 

CE NCD
CEN BMN 82 =⋅= BMCE . 

Далее находим: , , ENDE = 3== MNEM 124 =⋅= NMDN . 
Из подобия треугольников AMD  и  (BMN 3: == MNDMk ) следует, что . 15=AD
Высота трапеции равна сумме высот треугольников  и BMN MAD , проведённых из вершины M . 

Высота MT  треугольника  равна BMN
5

12
5

43
=

⋅
=

⋅
=

BN
NMBMMT . Высота трапеции 

5
484 =⋅= MTh . 

Площадь трапеции ( ) 96
5
48155

2
1

=+=S . 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+++++

=−++++

4422

,034424
2222

22

yaxyax

aayay
 

имеет ровно одно решение. 
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Ответ: ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈

2
1;

2
3

2
3;

2
7 ∪a . 

Решение. Левая часть второго уравнения есть расстояние между точками  и ( )0;2aA − ( )4;2aB − . 
Поскольку расстояние между точками A  и  равно 4, второе уравнение системы задаёт отрезок B
AB , то есть множество точек вида , где ( ta;2− ) 40 ≤≤ t . 

Решая первое уравнение как квадратное уравнение относительно , находим, что , 
. Таким образом, первое уравнение задаёт две горизонтальных прямых на плоскости. 

Для того чтобы система имела ровно одно решение, необходимо и достаточно, чтобы ровно 
одна из этих двух горизонтальных прямых пересекала отрезок 

y ay 211 −=

322 −−= ay

AB . 
Первая прямая пересекает AB  при , т.е. при 40 1 ≤≤ y

2
1

2
3

≤≤− a ; вторая прямая – при , 

т.е. при 

40 2 ≤≤ y

2
3

2
7

−≤≤− a . Следовательно, система имеет ровно одно решение при 

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈

2
1;

2
3

2
3;

2
7 ∪a . 

 
7. Последнюю цифру шестизначного числа переставили в начало (например, 456789 →  945678), 
и полученное шестизначное число прибавили к исходному числу. Какие числа из промежутка 

]639647;  могли получиться в результате сложения? [639619
Ответ: 639628, 639639. 
Решение. Пусть FEDCBA  – данное шестизначное число. Обозначим пятизначное число EDCBA  
через x . Тогда ( ) ( ) ( FxFxxFFxEDCBAFFEDCBA 9091111000011110000010 +=+=+++=+ ) . Таким 
образом, полученная сумма делится на 11. Из промежутка [ ]639647;639619  на 11 делятся числа 
639628, 639639. 

Докажем, что эти числа могут быть получены в результате сложения. Для этого надо доказать, что 
каждое из уравнений 

( ) 639628909111 =+ Fx , 
( ) 639639909111 =+ Fx  

имеет целочисленное решение, где x  – пятизначное число, а F  – однозначное число, не равное 
нулю. Для этого достаточно в каждом из уравнений подставить 1=F  и убедиться, что 
получающееся значение x  является пятизначным целым числом. Действительно, первому 
уравнению удовлетворяет пара , 49057=x 1=F ; второму – пара 49058=x , 1=F . Значит, если в 
качестве исходных чисел взять 490571, 490581, то в результате перестановки и сложения мы 
получим числа 639628, 639639. 
 
8. На клетчатой доске размера 2734×  (длина стороны клетки равна 1) требуется отметить тройку 
клеток так, чтобы центры этих клеток образовывали прямоугольный треугольник с катетами 
длины 3 и 11 (катеты параллельны краям доски). Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ: 4192. 
Решение. Пусть сторона длины 34 – горизонтальная, сторона длины 27 – вертикальная. Дополним 
каждую нужную тройку клеток четвёртой клеткой так, чтобы центры этих четырёх клеток 
образовывали прямоугольник . Достаточно посчитать количество  таких четвёрок и 
результат умножить на 4. 

113× k

Пусть катет длины 3 направлен по вертикали. Тогда положение прямоугольника однозначно 
определяется его левой нижней вершиной, которая может быть расположена в любой из 

 нижних строк доски и в любом из 24327 =− 231134 =−  левых столбцов доски. Итого 5522423 =⋅  
варианта. 

Если катет длины 3 направлен по горизонтали, то аналогично находим количество способов: 
. ( )( ) 4961127334 =−−

Итак, ; в ответе получаем 1048552496 =+=k 41924 =k . 


