
Решения задач вступительного тестирования
летней школы «Phystech.International» 2019

1 Математика

Задача 1. (9 класс) Существует ли такой многочлен p(x), что p(0) = 20, p(1) = 201, p(2) =
2010? В случае отрицательного ответа напишите ответ −1. В случае положительного
ответа приведите значение p(3) для такого многочлена минимальной возможной степени.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Ясно, что линейный многочлен не подходит. Квадратичный удобно искать в виде αx(x−1)+βx+γ,
откуда сразу находится γ = 20, β = 181, α = 814. Тогда p(3) = 814 � 3 � 2+ 181 � 3+ 20 = 5447.

Задача 2. (9 класс) Найти суммарную длину всех промежутков, целиком состоящих из
корней уравнения

���(x2 + 2x− 3)2 − 4���+ ���(x2 + 2x− 3)2 − 9��� = 5.
Различные варианты отличались функциями под знаком модуля (переобозначенными ниже
переменной t). Оценивалось полное развернутое решение.

Решение. Уравнение |t2 − 4|+ |t2 − 9| = 5 имеет корни [−3,−2][ [2, 3], поэтому требуется выяснить, при каких
x будет 2 � |x2 + 2x− 3| � 3.
Нетрудно проверить, что это будет так на объединении
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Задача 3. (9 класс) Про функцию f(x), определённую при всех x > 0, известно, что для любого

x из области определения 2f(x2) − 3f
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Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Подставим вместо x > 0 в уравнение t =
1

x
> 0. Затем, не умаляя общности, обозначим эту перемен-

ную t также за x. Тогда получим еще одно уравнение 2f
�
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. Это уравнение вместе с данным

в условии можно решить как систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными f(x2) и f
�
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Задача 4. (9 класс) Найдите количество арифметических прогрессий из трёх членов, кото-
рые можно выбрать среди нечетных чисел от 1 до 99.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивалось полное развер-
нутое решение.



Решение. Обозначим члены прогрессии a, a + 2d, a + 4d, где a = 2k + 1 — нечетно. Третий член прогрессии
a + 4d = 2k + 1 + 4d � 99, откуда при фиксированном d от 1 до 24 имеем k � 49 − 2d + 1, откуда вариантов
24∑
d=1

(49− 2d+ 1) = 24 � 25.

Задача 5. (9 класс) Даны два квадрата ABCD и DEFG, внут-
ренние области которых не имеют общих точек, а границы
пересекаются только по точке D (см. рисунок). Найдите угол
между прямой, содержащей медиану DM треугольника CDG,
и прямой AE.

Оценивалось полное развернутое решение.

Решение. Обозначим AB = a, DE = b, ∠ADE = α. Из очевидных тож-
деств

−−→
DM =

−→
DC +

−−→
DG и

−→
AE =
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DA находим, перемножая скалярно,−−→
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DC�−−→DA+−−→
DG�−→DE−−−→

DG�−−→DA. Второе и третье слагаемые
равны нулю в силу ортогональности сторон квадрата, поэтому записанное
произведение равно

−−→
DM �−→AE = ab cos(90� + α) − ab cos(90� + α) = 0.

Примечание. Возможно также решение, использующее поворот и свой-
ства средней линии треугольника.

Задача 6. (10 класс) Существует ли такой многочлен p(x), что p(0) = 2, p(1) = 20, p(2) = 201,
p(3) = 2010? В случае отрицательного ответа напишите ответ (−1). В случае положитель-
ного ответа приведите значение p(−1) для такого многочлена минимальной возможной
степени.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Ясно, что линейный многочлен не подходит. Проверка квадратичных многочленов показывает, что
многочлены, удовлетворяющие p(0) = 2, p(1) = 20, p(2) = 201 (такой, на самом деле, ровно один) не удо-
влетворяют p(3) = 2010. Поэтому минимальная степень такого многочлена по крайней мере 3. Кубический
многочлен удобно искать в виде αx(x− 1)(x− 2) + βx(x− 1) + γx+ δ, откуда сразу находится δ, γ, β, α. Тогда
подстановкой находится и p(4).

Задача 7. (10 класс) В остроугольном треугольнике ABC биссектриса AA1, медиана CC1 и
высота BB1 пересеклись в одной точке. Сторона AB равна 2a, а AC = b. Найдите косинус
∠BAC.

Различные варианты отличались числовыми данными. Оценивался только численный от-
вет.

Решение. Пусть AB1 = kb, B1C = (1 − k)b. По теореме о биссектрисе BA1 : A1C = 2a : b. По теореме Чевы
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Задача 8. (10 класс) Вычислить
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Подсказка. Представьте
(−1)kk

4k2 − 1
в виде суммы дробей

a

2k− 1
+
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2k+ 1
и подберите a и b.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Заметим, что
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Задача 9. (10 класс) Подсчитайте число треугольников с целочисленными длинами сторон,
не превосходящими 200, наименьшая сторона в которых равна a (при a < 100).

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивалось полное развер-
нутое решение.

Решение. Упорядочим стороны по возрастанию a � b � c � 2n = 200. Требуется удовлетворить неравенству
треугольника a + b > c. При фиксированном a сторона b принимает значения от a до 2n. При этом, если
b 2 [a, 2n − a + 1], то для c имеем неравенства c � b, c < a + b, c � 2n, т. е. таких c возможно a штук. Если
b 2 [2n− a+ 2, 2n], то таких c всего 2n− b+ 1.

Итого при фиксированном a количество пар (b, c) есть a(2n−2a+1+1)+
2n∑

b=2n−a+2

(2n−b+1) = 2an−
3

2
a2+

3

2
a.

Задача 10. (10 класс) Про числа x и y известно, что
p
1− x+ x2+

q
1− y+ y2 =

q
x2 + xy+ y2.

Найдите все возможные значения выражения
y+ 1

y− 1
− 2x.

Подсказка. Данное равенство означает для некоторых векторов ~a и ~b, что |~a + ~b| = |~a| + |~b|.
Какие это векторы?

Оценивалось полное развернутое решение.

Решение. Можно рассмотреть векторы ~a = (2x − 1,−
p
3), ~b = (y + 1,

p
3 −

p
3y). Из условия эти векторы

коллинеарны, и поэтому
2x− 1

y+ 1
=

1

y− 1
, откуда

y+ 1

y− 1
− 2x = −1.

2 Физика

Задача 11. (9 класс) Тело массы m движется по окружности с постоянной по модулю скоро-
стью. Модуль вектора ускорения тела равен a, а угловая скорость ω. Найдите абсолютную

величину изменения импульса тела за время, в течение которого оно проходит
1

10
часть

окружности.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Угол между векторами скорости до и после прохождения указанной части окружности составляет

∆ϕ =
2π

10
=
π

5
. Модуль разности векторов скорости есть ∆v = 2v sin

∆ϕ

2
=
2a

ω
sin

∆ϕ

2
.



Задача 12. (9 класс) В калориметр помещен 1 литр переохлаждённой воды при темпера-
туре T = −1� С. В воду бросают крупицу соли пренебрежимо малой массы, вследствие че-
го происходит кристаллизация. Какая часть воды замёрзнет? Теплоемкость воды равна
c = 4200 Дж/(К� кг), а удельная теплота плавления льда λ = 330 Дж/г.

Различные варианты отличались другими числовыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.

Решение. Ответ сразу находится из cm∆T = λm.

Задача 13. (9 класс) Две прозрачные плёнки с
тонкими непрозрачными полосами, нанесённы-
ми с частотой 20 шт/мм наложили друг на
друга так, что угол между полосами равен 1�.
Найдите ширину образовавшихся светлых по-
лос (см. рисунок). Ответ дайте в миллимет-
рах.

Различные варианты отличались другими чис-
ловыми данными. Оценивался только числен-
ный ответ.
Решение. Как видно из рисунка, белая полоса образу-
ется широкими и тонкими ромбами. А значит ши-
рина полосы равна большей диагонали ромба. Пусть
расстояние между полосами равно d = 1

ν , где ν —
частота полос. Тогда сторона ромба a = d

sinα � d
α ,

где α измеряется в радианах. Так как угол маленький, то большая диагональ ромба примерно равна
двум сторонам ромба l = 2a = 2d

α . Тогда ширина полосы будет l = 2
να = 18 мм.

Задача 14. (9 класс) Рассматривается цепь из пяти одинако-
вых вольтметров (см. рисунок), подключённая к цепи посто-
янного тока. Показания вольтметров отмечены на рисунке.
Оказалось, что у одного из вольтметров сбита шкала. Най-
дите, у какого, и в качестве ответа приведите правильные
показания, которые должен был дать этот вольтметр.

Оценивалось полное развернутое решение.
Решение. Напряжения на V4 и V5 уравнивают напряжение на V3,
поэтому ни на них, ни на V3, ошибки быть не может (изменение
только одного показания нарушает баланс). Остаются V1 и V2. Заметим при этом, что через V3
течет вдвое больший ток, чем через V4 и V5 (сопротивления равны), а сумма этих токов по правилу
Кирхгофа течет через V2, поэтому напряжение на V2 должно быть 3U вместо U.

Задача 15. (9 классы) Две одинаковые доски массой m расположены горизонтально, нижняя
лежит на полу, а между досками вставлена и прикреплена к ним вертикальная пружина
жесткости k. После того, как система пришла в состояние покоя, к верхней доске прило-
жили некоторую силу так, что она опустилась на ∆x. Затем доску отпустили, и система
пришла в движение.



Найдите минимальное ∆x такое, что нижняя доска в процессе движения отрывается от
пола.

Оценивалось полное развернутое решение.

Решение. Пусть верхняя доска до деформации находилась на высоте с вертикальной координатой 0. После

того, как доска продавила пружину и пришла в состояние покоя, её координата стала равна
�
−
mg

k

�
= −∆x0.

После дополнительного давления новая координата есть −∆x0 − ∆x = ∆. В момент отрыва нижней доски
от пола сила упругости, действующая на нижнюю доску, компенсирует силу тяжести, и поэтому растяжение
пружины равно H0 =

mg

k
(и совпадает с вертикальной координатой верхней доски в этот момент).

Запишем закон сохранения энергии для двух состояний: максимальное сжатие пружины на ∆ и момент отрыва
нижней доски (обозначим скорость верхней доски в этот момент за v):

−mg∆+
k∆2

2
=
mv2

2
+mgH0 +

kH20
2

=
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2
+
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m2g2

k
.

Отрыв будет иметь место, если
mv2

2
= −mg∆+

k∆2

2
−
3

2

m2g2

k
> 0, что будет при ∆ >

3mg

k
, и поэтому ∆x >

2mg

k
.

Задача 16. (10 класс) На отрезке с концами A, B внутри находится точечный заряд. При
этом модули напряженности электрического поля в точках A и B равны соответственно
E1 и E2. Найдите модуль напряженности электрического поля в такой точке C, что A
является серединой отрезка между B и C.

Оценивался только численный ответ. Различные варианты отличались числовыми данны-
ми.

Решение. Пусть расстояние от заряда до A равно x, до B равно l − x, тогда до C оно равно l + x. Замечаем,

что x =

s
kq

E1
, l− x =

s
kq

E2
, l+ x =

r
kq

E
, откуда

1p
E
=

1p
E2

+
2p
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, и тогда E =

�
1p
E2

+
2p
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�−2

.

Задача 17. (10 класс) Идеальный газ переводится из состояния с P = αP0, V = V0 в состояние
с P = P0, V = αV0 в процессе, график которого на PV-диаграмме изображается отрезком пря-

мой. Найдите отношение
Tmax

Tmin

максимальной температуры в этом процессе к минимальной.

Оценивался только численный ответ. Различные варианты отличались числовыми данны-
ми.

Решение. Уравнение процесса имеет вид
P − αP0
P0 − αP0

=
V − V0
αV0 − V0

⇔ P

P0
+
V

V0
= α+1. Очевидно, что концы отрезка

лежат на изотерме, причем эта изотерма соответствует минимальной температуре, а значит, Tmin =
αP0V0

νR
.

Требуется найти максимум функции T =
PV

νR
=
VP0

νR

P

P0
=
P0

νR

 
(α+ 1)V −

V2

V0

!
. Эта параболическая функция

достигает экстремума на середине отрезка между V0 и αV0 — в точке
α+ 1

2
V0. Значение Tmax =

(α+ 1)2P0V0
4νR

,

откуда
Tmax

Tmin

=
(α+ 1)2

4α
.



Задача 18. (10 класс) Между двумя параллельными стенами, находящимися на расстоянии
L, с высоты H с правой стены со скоростью v0 под углом 45� к горизонту бросают попры-
гунчик. За какое время он упадет на Землю, если все удары абсолютно упругие? На каком
расстоянии от правой стены упадет попрыгунчик?

Оценивался только численный ответ. Различные варианты отличались числовыми данны-
ми.

Решение. Для ответа на первый вопрос нам необходимо следить только за вертикальной координатой попры-
гунчика. Также при упругих соударениях попрыгунчика со стеной компонента скорости, паралллельная стене,
сохраняется то можно понять что движением по вертикальной оси будет просто равнозамедленное движение.
Введем систему координат и направим ось x вдоль земли по направлению к начальной скорости попрыгун-
чика, а ось y - вертикально вверх. Тогда зависимость координаты y от времени будет выглядеть следующим
образом:

y = H+
v0p
2
t−

gt2

2

Тогда, приравния координату y к нулю и решая получившееся квадратное уравнение, получим:

t =

s
v20
2g2

+
2H

g
−

v0p
2g

Для ответа на второй вопрос рассмотрим траекторию попрыгунчика, показанную на рисунке 1, и развернем её
как показано на рисунке 2. Из рисунков становится видно, что нам необходимо вычислить дальность полета
попрыгунчика если бы стен не было и посчитать сколько раз в дальности полета поместится расстояние между
стенками. Тогда оставшаяся часть и будет ответом на вопрос задачи.
Вычислим дальность полета попрыгунчика.

l = vxt =
v0p
2
�
0
@
s
v20
2g2

+
2H

g
−

v0p
2g

1
A

И, зная расстояние между стенками, получим ответ:

a =

{
l

2L

}
� L

где a — искомое расстояние, а {�} — дробная часть числа.

Задача 19. (10 класс) В цепи, представленной на рисунке,
установился стационарный режим. Найдите полную энер-
гию, запасённую в конденсаторе 3C. Известно, что r = 2R.

Оценивалось полное развернутое решение. Различные вариан-
ты отличались числовыми данными.



Решение.
Обозначим заряды как показано на рисунке. Отрицательные знаки после
нахождения этих зарядов будут означать противоположную полярность.
Ясно, что 

q2

2C
+

E

3
=
q3

2C
q3

2C
+
2E

3
=
q1

3C
q1 + q2 + q3 = 0

Решая систему, находим q1 =
10CE

7
, q2 = −

22CE

21
, q3 = −

8CE

21
.

Задача 20. (10 класс) Две одинаковые доски массой m расположены горизонтально, нижняя
лежит на полу, а между досками вставлена и прикреплена к ним вертикальная пружина
жесткости k. После того, как система пришла в состояние покоя, к верхней доске прило-
жили некоторую силу так, что она опустилась на ∆x. Затем доску отпустили, и система
пришла в движение.
Найдите максимальную высоту подъема центра масс системы относительно начального
состояния покоя в течение всего дальнейшего движения, если ∆x достаточна для отрыва
нижней доски от пола.

Оценивалось полное развернутое решение.

Решение. Введем те же обозначения, что и в соответствющей задаче 9 класса.
Запишем закон сохранения энергии для двух состояний: максимальное сжатие пружины на ∆ и момент отрыва
нижней доски (обозначим скорость верхней доски в этот момент за v):

−mg∆+
k∆2

2
=
mv2

2
+mgH0 +

kH20
2

=
mv2

2
+
3

2

m2g2

k
.

Отрыв будет иметь место, если
mv2

2
= −mg∆+

k∆2

2
−
3

2

m2g2

k
> 0, что будет при ∆ >

3mg

k
, и поэтому ∆x >

2mg

k
.

Далее заметим, что в момент отрыва одна доска имеет нулевую скорость, а вторая — скорость v, поэтому

центр масс движется со скоростью
v

2
вверх. Высота его подъема составит

v2

8g
+
mg

k
(второе слагаемое связано

с тем, что в момент отрыва центр масс уже находился на такой высоте относительно изначального состояния

покоя). После преобразований и подстановки v2 = −2g∆+
k

m
∆2−

3mg2

k
приходим к тому, что высота подъема

составит
k(∆x)2

8mg
+
mg

2k
.


