
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà R è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà

íà ëþáîì îòðåçêå [a; b] ⊂ R 1.

Èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ v.p.
∫ +∞
−∞ f(x)dx íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

èíòåãðàëîâ
∫ +T

−T f(x)dx ïðè T → +∞.

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

T→+∞

∫ +T

−T
f(x)dx.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ +∞
−∞ f(x)dx, òî

v.p.
∫ +∞
−∞ f(x)dx ñóùåñòâóåò è èíòåãðàëû ðàâíû.

Îáðàòíîå íåâåðíî, íàïðèìåð, v.p.
∫ +∞
−∞ xdx = 0, íî èíòåãðàë

∫ +∞
−∞ xdx ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà R è

àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a; b] ⊂ R.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F [f ](y),

îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé:

F [f ](y) =
1√
2π

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixydx. (1)

Îïðåäåëåíèå 3. Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ F−1[f ](y), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé:

F−1[f ](y) =
1√
2π

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)eixydx. (2)

Åñëè â òî÷êå y ∈ R íå ñóùåñòâóåò èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ,

çàïèñàííûé â ôîðìóëå (1) èëè (2), òî â ýòîé òî÷êå F [f ] (y) èëè F−1 [f ] (y)

ñîîòâåòñòâåííî íå ñóùåñòâóåò.

1ñì. Êîììåíòàðèé 1.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, òî, òàê êàê

|f(x)e±ixy| = |f(x)|, òî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
∫ +∞
−∞ f(x)e±ixydx ñõîäÿòñÿ ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè.

Òåîðåìà 1. (Î íåïðåðûâíîñòè.)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà R åñòü íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 2. (Î âçàèìíî îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå.)

1) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R è â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò

îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(x0 +0) è f(x0− 0) è îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå2 f ′+(x0) è

f ′−(x0), òî

F−1 [F (f)] (x0) = F
[
F−1(f)

]
(x0) =

1

2
(f(x0 + 0) + f(x0 − 0)) .

2) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è íåïðåðûâíà íà R è â êàæäîé òî÷êå

x ∈ R ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′±(x), òî

F−1 [F (f)] (x) = F
[
F−1(f)

]
(x) = f(x).

Ëåììà 1. (Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a; b] ⊂ R.

1) Åñëè f(x) ÷åòíàÿ, òî

F [f ](x) = F−1[f ](x) =

√
2

π

∫ +∞

0

f(x) cosxydx. (3)

2)Åñëè f(x) íå÷åòíàÿ, òî

F [f ](x) = −F−1[f ](x) = −i
√

2

π

∫ +∞

0

f(x) sinxydx.

2ñì. Êîììåíòàðèé 2.
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Òåîðåìà 3. (Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è íåïðåðûâíà íà R, à åå ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà R. Òîãäà

F [f ′](y) = iyF [f ](y).

. Ïîêàæåì, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = 0.

Òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, òî f(x) = f(0) +∫ x

0

f ′(t)dt.

Èç àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f ′(x) íà R ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

êîíå÷íîãî ïðåäåëà A = lim
x→+∞

f(x) = f(0) +

∫ +∞

0

f ′(t)dt.

Åñëè A 6= 0, òî ôóíêöèÿ f(x) îòäåëåíà îò íóëÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x:

∃x0∀x > x0 ↪→ |f(x)| > |A|
2
. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ +∞

0

|f(x)|dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, A = 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî lim
x→−∞

f(x) = 0. Ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü

ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ′(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, òî

F [f ′](y) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−ixydx.

Òàê êàê ìû õîòèì âûðàçèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ÷åðåç

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f , òî ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Ó÷èòûâàÿ ÷òî

lim
x→±∞

f(x) = 0, èìååì:

F [f ′](y) =
1√
2π

(
f(x)e−ixy

∣∣x→+∞
x→−∞ −

∫ +∞

−∞
f(x)(−iy)e−ixy

)
= iyF [f ](y).

/

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðèïîìèíàíèÿ ôîðìóëû óäîáíî çàìåòèòü, ÷òî îíà ñâÿçûâàåò

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé f ′ è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f . Äëÿ

÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (âìåñòå ñ îáîñíîâàíèåì ðàâåíñòâà íóëþ

âíåèíòåãðàëüíîé ÷àñòè).
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Òåîðåìà 4. (Ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.)

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è xf(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà R. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé íà R è

d

dy
F [f ](y) = F [−ixf ](y).

. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà y. Ïðèìåíèì òåîðåìó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî

ïàðàìåòðó. Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ f(x)

àáñîëþòíî èíòåãðèðóåì íà R. Èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ëþáîì îòðåçêå, òàê êàê ôóíêöèÿ xf(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R. Èòàê,

d

dy
F [f ](y) =

1√
2π

d

dy

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixydx =

1√
2π

∫ +∞

−∞
(−ix)f(x)e−ixydx. (4)

Íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 (î

íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè xf(x) è ôîðìóëû

(4).

/

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3, èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà (â äàííîì ñëó÷àå �

äèôôåðåíöèðîâàíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó) ïîìîãàåò îñóùåñòâèòü

ïðèïîìèíàíèå ôîðìóëû.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî

îñóùåñòâèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû èíòåãðèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî

ïàðàìåòðó (ñì. [2]).

Îñíîâíûå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå:

- ïî îïðåäåëåíèþ (èíòåãðèðîâàíèå);

- èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé (èíòåãðèðîâàíèå);

- ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ïðîèçâîäíîé;

- ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå;

- ïðèìåíåíèå òåîðåìû î âçàèìíî îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå.
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Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé f(x) = e−|x| è g(x) = 1
1+x2

.

. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ëåãêî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííûì

èíòåãðèðîâàíèåì.

Ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, ïî ëåììå 1 èìååì:

F [f ](x) =

√
2

π

∫ +∞

0

f(x) cosxydx =

√
2

π
Re

∫ +∞

0

f(x)eixydx =

=

√
2

π
Re

∫ +∞

0

e(−1+iy)xdx =

√
2

π
Re

e(−1+iy)x

−1 + iy

∣∣∣∣x→+∞

x=0

=

=

√
2

π
Re

−1
−1 + iy

=

√
2

π
Re

1 + iy

1 + y2
=

√
2

π

1

1 + y2
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷èëè ôóíêöèþ, îòëè÷àþùóþñÿ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü îò

ôóíêöèè g(x): F [f ] (y) =
√

2
π
g(y), ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü

ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Òàê êàê f ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ñîâïàäàþò F−1 [f ] (y) = F [f ] (y) =
√

2
π
g(y).

Ôóíêöèÿ f(x) = e−|x| íåïðåðûâíà è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, à f ′(x) êóñî÷íî-

íåïðåðûâíà íà R, òî, ïî òåîðåìå 2, èìååì F [F−1 [f ]] (x) = f(x).

Òîãäà,

F [g] (x) =

√
2

π
F
[
F−1 [f ]

]
(x) =

√
π

2
f(x).

/
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Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = d2

dx2

(
xe−|x|

)
.

. Ôóíêöèÿ g(x) = xe−|x| è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíû è àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìû, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è êóñî÷íî

íåïðåðûâíà. Ìîæåì äâàæäû ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå

ïðîèçâîäíîé:

F [f ] (y) = (iy)2F [g(x)] (y).

Ôóíêöèè g(x), xg(x)) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ïðèìåíèòü

òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F
[
xe−|x|

]
(y) =

1

−i
d

dy
F
[
e−|x|

]
(y).

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé è ïðèìåðà 1, èìååì:

F [f ] (y) =
(iy)2

−i
d

dy

(√
2

π

1

1 + y2

)
= −iy2

√
2

π

(
−2y

(1 + y2)2

)
=

√
2

π

2iy3

(1 + y2)2
.

/

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = 1
1+x12

èìååò

íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ äåñÿòîãî ïîðÿäêà.

. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè íåïðåðûâíî.

Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ íåïðåðûâíîñòè äåñÿòîé

ïðîèçâîäíîé äîñòàòî÷íû íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé âèäà xkf(x) ïðè k = 0, . . . 9 è

àáñîëþòíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèé xkf(x) ïðè k = 0, . . . 10.

Íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç òåîðåì î íåïðåðûâíîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è

÷àñòíîãî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Àáñîëþòíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïîñëåäíåé ôóíêöèè

ñëåäóåò èç îöåíêè
∣∣∣ x10

1+x12

∣∣∣ ≤ 1
1+x2

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà∫ +∞
−∞

dx
1+x2

./

6

МФТИ, Иванова С.В.



Ïðèìåð 4. Çíàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g(y) = 1
1+y2

, âû÷èñëèòü

èíòåãðàë Ëàïëàñà ∫ +∞

0

cosxy

1 + y2
dy.

. Ôóíêöèÿ g(y) = 1
1+y2

- ÷åòíàÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷åòíîé ôóíêöèè ïî ëåììå

1 èìååò âèä

F [f ](x) =

√
2

π

∫ +∞

0

f(x) cosxydx.

Òî åñòü, èñêîìûé èíòåãðàë îòëè÷àåòñÿ îò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g(x) íà

ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. À èìåííî,

∫ +∞

0

cosxy

1 + y2
dy =

π

2
e−|x|.

/

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà
∫ +∞
0

cosxy
1+y2

dy è
∫ +∞
0

y sinxy
1+y2

dy =

π
2
e−|x| signx ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé.

Ðåêîìåíäóåì âû÷èñëèòü âòîðîé èíòåãðàë Ëàïëàñà
∫ +∞
0

y sinxy
1+y2

dy èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íå÷åòíîé ôóíêöèè (àíàëîãè÷íî ïðèìåðàì 1 è 4).
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Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = e−x
2/2.

. Çàìåòèì, ÷òî ëåãêî âû÷èñëèòü èíòåãðàë âèäà
∫ +∞
−∞ xe−x

2/2e−ixydx, ñâÿçàííûé ñ

ïðîèçâîäíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èññëåäóåìîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèè f(x) è xf(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû. Ïîýòîìó

d

dy
F [f ] (y) = F [−ixf ] (y) = −i√

2π

∫ +∞

−∞
xe−x

2/2e−ixydx =

=
−i√
2π

∫ +∞

−∞
(x+ iy)e−x

2/2e−ixydx− y√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2

2
−ixydx =

=
i√
2π

∫ +∞

−∞

(
e−

x2

2
−ixy

)′
x
dx− yF [f ] (y) =

=
i√
2π

e−
x2

2
−ixy

∣∣∣x→+∞

x→−∞
− yF [f ] (y) = −yF [f ] (y).

Òî åñòü, d
dy
F [f ] (y) = −yF [f ] (y).

Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

F [f ] (y) = Ce−
y2

2 , (5)

ãäå

C = F [f ] (0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e

−x2

2 dx. (6)

Òàê êàê e−
y2

2 = f(y), òî ðàâåíñòâî (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå F [f ] (y) = Cf(y).

Àíàëîãè÷íî, ñïðàâäëèâî ðàâåíñòâî F−1 [f ] (y) = Cf(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, F−1 [F [f ]] (x) = C2f(x).

Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è àáñëîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R,

ïî òåîðåìå 2(2) F−1 [F [f ]] (x) = f(x). Òîãäà, C2 = 1. Èç ôîðìóëû (5) ñëåäóåò, ÷òî

C > 0. Çíà÷èò, C = 1 è

F [f ] (y) = e−
y2

2 .

/
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Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïðèìåðà 5 áûë âû÷èñëåí èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√
2π.

Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (5) è ðàâåíñòâà C = 1.
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Êîììåíòàðèè.

Êîììåíòàðèé 1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå

[a; b], åñëè îíà èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáåííîñòåé íà îòðåçêå [a; b] è

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà R, åñëè èíòåãðàë
∫ +∞
−∞ f(x)dx

èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáåííîñòåé è ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Êîììåíòàðèé 2. Â äàííîì ñëó÷àå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f , âîîáùå

ãîâîðÿ, ðàçðûâíîé â òî÷êå x0, ïîíèìàåì â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

f ′+(x0) = lim
t→+0

f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
,

åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë.

f ′−(x0) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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