
Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà.

Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû íåïðåðûâíîñòè, èíòåãðèðîâàíèÿ è

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé âèäà

F (α) =

∫ b

a

f(x;α)dx,

ãäå ôóíêöèÿ f(x;α) îïðåäåëåíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b]× [α1;α2] è ïðè ëþáîì

α ∈ [α1;α2] èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b].

Òåîðåìà 1.1. (Î íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b] × [α1;α2], òîãäà

ôóíêöèÿ F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α1;α2].

Ñëåäñòâèå (òåîðåìû 1.1). (Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b]× [α1;α2],

α0 ∈ [α1;α2], è

∀x ∈ [a; b] lim
α→α0

f(x;α) = f0(x),

òîãäà

lim
α→α0

F (α) = lim
α→α0

∫ b

a

f(x;α)dx =

∫ b

a

lim
α→α0

f(x;α)dx =

∫ b

a

f0(x)dx.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â óñëîâèÿõ òåîðåìû, îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è

èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè α0 - ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îòðåçêà [α1;α2], òî ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîñòîðîííèé ïðåäåë.

Òåîðåìà 1.2. (Îá èíòåãðèðîâàíèè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b] × [α1;α2], òîãäà

ôóíêöèÿ F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [α1;α2] è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî:

∫ α1

α0

(∫ b

a

f(x;α)dx

)
dα =

∫ b

a

(∫ α1

α0

f(x;α)dα

)
dx.
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ F (α) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [α0;α1]

è èíòåãðàëû ìîæíî ðàññòàâèòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Òåîðåìà 1.3. (Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′α(x;α) íåïðåðûâíû

íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b] × [α1;α2], òîãäà ôóíêöèÿ F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx

äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [α1;α2] è

F ′(α) =

∫ b

a

f ′α(x;α)dx.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìû 1.3).

Ïóñòü íà îòðåçêå [α0;α1] çàäàíû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ϕ(α)

è ψ(α), òàêèå ÷òî ∀α ∈ [α0;α1] ↪→ ϕ(α) 6 ψ(α).

Ïóñòü â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ R2, ñîäåðæàùåì ìíîæåñòâî

E = {(x;α), α ∈ [α0;α1] , x ∈ [ϕ(α);ψ(α)]}, çàäàíà ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíàÿ

âìåñòå ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ′α(x;α).

Òîãäà ôóíêöèÿ J(α) =
∫ ψ(α)
ϕ(α)

f(x;α)dx äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [α0;α1] è

∀α ∈ [α0;α1] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

J ′(α) = f(ψ(α), α)ψ′(α)− f(ϕ(α), α)ϕ′(α) +

∫ ψ(α)

ϕ(α)

f ′α(x;α)dx. (1)

. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, òàê êàê ïîçâîëÿåò

ïðèìåíÿòü ñëåäñòâèå áåç çàïîìèíàíèÿ ôîðìóëû (1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (ψ, ϕ, α) =
∫ ψ
ϕ
f(x;α)dx.

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

F ′ψ(ψ, ϕ, α) = f(ψ, α),

F ′ϕ(ψ, ϕ, α) = −f(ϕ, α).

Èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî

F ′α(ψ, ϕ, α) =

∫ ψ

ϕ

f ′α(x, α).
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Äèôôåðåíöèðóÿ ñëîæíóþ ôóíêöèþ J(α) = F (ψ(α), ϕ(α), α) ïîëó÷èì:

J ′(α) = F ′ψ(ψ(α), ϕ(α), α)ψ′(α)+

+ F ′ϕ(ψ(α), ϕ(α), α)ϕ′(α)+

+ F ′α(ψ(α), ϕ(α), α).

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå./

Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïðèâåäåííûõ òåîðåì ïîëåçíî çàïîìíèòü, ÷òî â êàæäîé

èç òðåõ îñíîâíûõ òåîðåì (î íåïðåðûâíîñòè, îá èíòåãðèðîâàíèè è î

äèôôåðåíöèðîâàíèè ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó) ðàññìàòðèâàþòñÿ

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà

íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Â òåîðåìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà

ïðÿìîóãîëüíèêå ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî

îòðåçêà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, íàïðèìåð, åñëè íåïðåðûâíîñòü èëè

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè F (α) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà íåîãðàíè÷åííîì

ìíîæåñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Äëÿ ñîáñòâåíûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû áîëåå îáùèå ôîðìóëèðîâêè, êîòîðûå ïðèâåäåíû â äîïîëíåíèè ê

êîíñïåêòó (íåîáÿçàòåëüíûå äëÿ îñâîåíèÿ).

Ïðèìåð 1.1. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü è íàéòè ïðîèçâîäíóþ,

åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ôóíêöèè J(α) =
∫ 2α

α
sinαx
x
dx íà ìíîæåñòâå α > 0.

Ïðèâåäåì äâà ðåøåíèÿ.

. Ðåøåíèå 1. Ïîêàæåì ïðèìåíåíèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.3.

Íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà,

íî ñëåäñòâèå ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ ôóíêöèè F (α), îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ìíîæåñòâå α > 0 îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü â

êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà.
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α0 > 0 è ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé îòðåçîê

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α.

Íà îòðåçêå
[
α0

2
;α0 + 1

]
ôóíêöèè ϕ(α) = α, ψ(α) = 2α íåïðåðûâíû.

Ôóíêöèÿ sinαx
x

è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî α, ðàâíàÿ cosαx, òàêæå íåïðåðûâíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ J(α) äèôôåðåíöèðóåìà íà âûáðàííîì îòðåçêå è

ïðèìåíèìà ôîðìóëà (1):

J ′(α) =
sin(2α2)

2α
· 2− sin(α2)

α
+

∫ 2α

α

cosαxdx.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè α0 > 0 çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ./

Â ïðèìåðå 1.1 ðàññìîòðåí ïðèåì ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî

ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîëüíîå è ôèêñèðîâàííîå α0 è ñîäåðæàùåãîñÿ

â ðàññìîòðèâàåìîì ìíîæåñòâå (0;∞), äëÿ êîòîðîãî ïðèìåíèìû óñëîâèÿ

òåîðåìû. Â äàííîì ñëó÷àå ïîñòðîåí îòðåçîê
[
α0

2
;α0 + 1

]
, íî ìîæíî âçÿòü

ëþáîé îòðåçîê, óäîâëåòâîðÿþùèé óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì. Ýòîò ïðèåì

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, èññëåäîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

. Ðåøåíèå 2.

Èíòåãðàë ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ: âåðõíåãî

è íèæíåãî ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è ïàðàìåòðà: F (ψ, ϕ, α) =
∫ ψ
ϕ

sinα
x
dx.

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F è äèôôåðåíöèðóåì ñëîæíóþ

ôóíêöèþ F (2α, α, α) ïî α. Îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïðè

äèôôåðåíöèðîâàíèè òåîðåì ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî. /

Â ïàðàãðàôå 3 áóäóò ðàññìîòðåíû çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ è

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Òàê êàê àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷

îäíîòèïíû, ìû îïóñêàåì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è â äàííîì ïàðàãðàôå.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ F (α), â êîòîðîé íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü

îñíîâíûå òåîðåìû ïàðàãðàôà.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0; 1].

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ J(α) =
∫ 1

0
α

x2+α2f(x)dx ðàçðûâíà â òî÷êå α = 0.

. Òåîðåìà 1.1 äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Èñïîëüçîâàòü åå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðûâíîñòè J(α)

íåëüçÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ÷èñëîâîé ôóíêöèè â òî÷êå:

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè, ðàâíûé

çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

Ïðè α = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 0, çíà÷èò J(0) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë J(α) ïðè α, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ ñïðàâà, íå ìîæåò

áûòü ðàâåí 0.

Ïðè ëþáîì α > 0 ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0; 1] è ïîëîæèòåëüíà

íà íåì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè îò íóëÿ1, ñóùåñòâóåò µ > 0, ò.÷.

∀x ∈ [0; 1] âûïîëíåíà îöåíêà f(x) > µ.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 èìååì

J(α) >

∫ 1

0

µα

x2 + α2
dx = µ arctg

x

α

∣∣∣1
0

= µ arctg
1

α
→ π

2
µ ïðè α→ 0 + 0.

Çíà÷èò ïðåäåë íå ìîæåò áûòü ðàâåí 0. Èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â

íóëå./

1ñì. Êîììåíòàðèé 1.
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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ
∫ b
a
f(x;α)dx ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b ∈ R ∪ {+∞}2.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñ îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå b ∈ R ∪ {+∞} ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E, åñëè

∀α ∈ E ∀ε > 0 ∃tα ∈ (a; b) ∀ξ ∈ [tα; b) ↪→
∣∣∣∣∫ b

ξ

f(x;α)dx

∣∣∣∣ < ε. (2)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñ îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå b ∈ R ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå E, åñëè

∀ε > 0 ∃t ∈ (a; b) ∀ξ ∈ [t; b) ∀α ∈ E ↪→
∣∣∣∣∫ b

ξ

f(x;α)dx

∣∣∣∣ < ε. (3)

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè 2.1 ïàðàìåòð tα, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò α è ε.

Â îïðåäåëåíèè 2.2 ïàðàìåòð t ìîæåò çàâèñèòü îò ε, íî íå çàâèñèò îò α.

Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx è F (ξ;α) =

∫ ξ
a
f(x;α)dx �

ôóíêöèþ, çàäàííóþ, êàê èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Òîãäà

îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïðè α ∈ E ýêâèâàëåíòíî

óñëîâèþ

∀α ∈ E ∃ lim
ξ→b

F (ξ;α) = F (α).

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó α ∈ E ýêâèâàëåíòíà

óñëîâèþ

F (ξ;α)⇒ F (α) ïðè ξ → b.

2Èñïîëüçóåìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ïîíÿòèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïðèâåäåíû â

Êîììåíòàðèè 2.
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Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b
a
f(x;α)dx ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì α ∈ E, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ýòîãî

èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó α. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îïðåäåëåíèè ïîòî÷å÷íîé

ñõîäèìîñòè ïðè êàæäîì α âîçüìåì tα = t èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî α ∈ E

ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñóïðåìóìà:

sup
α∈E

∣∣∣∣∫ b

ξ

f(x;α)dx

∣∣∣∣→ 0 ïðè ξ → b.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå E, åñëè îí ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì α ∈ E (îïðåäåëåíèå 2.1), íî íå

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî åñòü

∃ε > 0 ∀t ∈ (a; b) ∃ξ ∈ [t; b) ∃α ∈ E ↪→
∣∣∣∣∫ b

ξ

f(x;α)dx

∣∣∣∣ > ε. (4)
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Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.)

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå [a; b)×E îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x;α), òàêàÿ ÷òî ïðè ëþáîì

α ∈ E ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b.

Ïóñòü ∀x ∈ [a; b) ∀α ∈ E ↪→ |f(x;α)| 6 g(x) è èíòåãðàë
∫ b
a
g(x)dx ñõîäèòñÿ.

Òîãäà èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E.

Çàìå÷àíèå îá èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà:

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Âåéåðøòðàññà íåîáõîäèìî ïðåäúÿâèòü

ôóíêöèþ g(x), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷èâàþùóþ ôóíêöèþ f(x;α) íà ìíîæåñòâå

E, òî åñòü îöåíêó ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ôóíêöèåé, íåçàâèñÿùåé

îò α ñî ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ îøèáêè ïðè ïðèìåíåíèè ïðèçíàêà

Âåéåðøòðàññà:

1. Ïîòåðÿ ìîäóëÿ: âìåñòî äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè,

îáîñíîâûâàþò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó. Åñëè ôóíêöèÿ f(x;α) > 0

ìîæíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó âèäà 0 6 f 6 g;

2. Âìåñòî îöåíêè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, çàïèñûâàåòñÿ áåç îáîñíîâàíèé

¾ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà¿ èíòåãðàëà, ÷òî íå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé

òåîðåìû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáîñíîâàííàÿ îöåíêà èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.
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Òåîðåìà 2.2. (Ïðèçíàê Äèðèõëå.)

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå [a; +∞) × E çàäàíû ôóíêöèè f(x;α) è g(x;α), òàêèå ÷òî

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì α ∈ E:

f(x;α) íåïðåðûâíà íà ëó÷å [a; +∞);

g(x;α) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x íà ëó÷å [a; +∞).

Ïóñòü

1) ïåðâîîáðàçíàÿ F (t;α) =
∫ t
a
f(x;α)dx ðàâíîìåðíî ïî α îãðàíè÷åíà íà ëó÷å

[a; +∞):

∃C ∈ R : ∀t ∈ [a; +∞) ∀α ∈ E ↪→ |F (t;α)| 6 C;

2) ïðè ëþáîì α ∈ E ôóíêöèÿ g(x;α) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé îòíîñèòåëüíî

x, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0, íå çàâèñÿùåãî îò α:

∃x0 ∈ [a; +∞) : ∀x ∈ [x0; +∞) ∀α ∈ E ↪→ g′x(x;α) 6 0;

3) ïðè x→ +∞ ôóíêöèÿ g(x;α) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî α ∈ E:

sup
α∈E
|g(x;α)| → 0 ïðè x→ +∞.

Òîãäà èíòåãðàë
∫ +∞
a

f(x;α)g(x;α)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E.

Çàìå÷àíèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà Äèðèõëå è ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà:

1. Ïðèçíàê Äèðèõëå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü òîëüêî, åñëè íåò âîçìîæíîñòè

ïðèìåíèòü ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà, ïðîâåðêà óñëîâèé êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî

ïðîùå. Íàïðèìåð, äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè h1(x;α) = α sinαx
x

ïðèìåíÿåì

ïðèçíàê Äèðèõëå (E = R), à äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè h2(x;α) = sinαx
x2

ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà (E = R).

2. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ âëå÷åò òàêæå àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà. Ïîýòîìó îí

íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Â ýòîì ñëó÷àå

öåëåñîîáðàçíî ïðîâåðèòü ïðèìåíèìîñòü ïðèçíàêà Äèðèõëå.

3. Ïðè ïðîâåðêå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïåðâîîáðàçíîé öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàòü çàïèñü ïåðâîîáðàçíîé ÷åðåç èíòåãðàë c ïåðåìåííûì âåðõíèì

ïðåäåëîì F (t;α) =
∫ t
a
f(x;α)dx, òàê êàê ýòà çàïèñü ÿâíî ïîêàçûâàåò
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ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå, è ÿâíîå äîêçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè ïîëó÷åííîé

ôóíêöèè3.

4. Äîêàçàòåëüñòâî ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g(x;α) îñóùåñòâëÿåòñÿ

èññëåäîâàíèåì çíàêà ïðîèçâîäíîé ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì α.

5. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, åñëè ôóíêöèÿ g(x;α) ÿâíî

çàâèñèò îò α ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ îøèáêè ïðè ïðèìåíåíèè ïðèçíàêà

Äèðèõëå è ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà:

1. Íåëüçÿ çàïèñàòü ïåðâîîáðàçíóþ ÷åðåç ðàñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë. Ïåðâîîáðàçíàÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì

ïðåäåëîì4.

2. Â ðåøåíèè çàäà÷è ïðîâåðÿþòñÿ íå âñå óñëîâèÿ òåîðåìû. ¾Î÷åâèäíî¿

âûïîëíåííûå óñëîâèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü, íàïðèìåð, åñëè g(x;α) = 1
x
,

óêàçûâàåì, ÷òî ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò α è ðàâíîìåðíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

(îáîñíîâûâàòü òðèâèàëüíûå ñëó÷àè íå îáÿçàòåëüíî).

3. Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå íåëüçÿ äîêàçàòü

íåðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

3ñì. Êîììåíòàðèé 2.5.
4ñì. Êîììåíòàðèé 2.5.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âêëþ÷àåò:

� äîêàçàòåëüñòâî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè5;

� ïðîâåðêó óñëîâèÿ íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (4) èëè îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ

Êîøè (5).

Òåîðåìà 2.3. (Êðèòåðèé Êîøè.)

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå [a; b)×E (a ∈ R, b ∈ R∪{+∞}) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x;α),

òàêàÿ ÷òî ïðè ëþáîì α ∈ E ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñ

îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α)dx ñõîäèëñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

Êîøè:

∀ε > 0 ∃t ∈ [a; b) : ∀ξ1, ξ2 ∈ [t; b) ∀α ∈ E ↪→
∣∣∣∣∫ ξ2

ξ1

f(x;α)dx

∣∣∣∣ < ε.

Çàìå÷àíèå. Êðèòåðèé Êîøè óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,

÷òî èíòåãðàë íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè:

∃ε > 0 ∀t ∈ [a; b) : ∃ξ1, ξ2 ∈ [t; b) ∃α0 ∈ E :

∣∣∣∣∫ ξ2

ξ1

f(x;α0)dx

∣∣∣∣ > ε. (5)

5ñì. Êîììåíòàðèé 2.3 è Êîììåíòàðèé 2.4.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé è íåðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìû ïðèâîäèì

ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå ïîèñê ðåøåíèÿ. Ýòè ðàññóæäåíèÿ îáû÷íî íå

âêëþ÷àþòñÿ â îôîðìëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîýòîìó â êîíöå òàêèõ ðåøåíèé

ïîêàçàíî îôîðìëåíèå ðåøåíèé.

Ïðèìåð 2.1.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàë F (α) =
∫ +∞
1

dx
xα

íà

ìíîæåñòâå Eα = [α0; +∞), ãäå α0 > 1.

. Ðåøåíèå 1.

Íà ìíîæåñòâå Eα âåðíà îöåíêà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 0 ≤ 1
xα
≤ 1

xα0
,

α0 > 1, èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx
xα0

ñõîäèòñÿ, êàê ýòàëîííûé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, èññëåäóåìûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Eα.

Ðåøåíèå 2.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà F (α) =
∫ +∞
1

dx
xα

íà Eα ìîæåò áûòü

äîêàçàíà ïðîâåðêîé îïðåäåëåíèÿ:

∣∣∣∣∫ +∞

ξ

dx

xα

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ x1−α1− α

∣∣∣∣+∞
ξ

∣∣∣∣∣ =
1

(α− 1)ξ1−α
6

1

(α0 − 1)ξ1−α0
→ 0

Ýòîò ñïîñîá ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî, òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå îñòàòêà èíòåãðàëà,

êàê ïðàâèëî, çàòðóäíèòåëüíî.

/

12

МФТИ, Иванова С.В.



Ïðèìåð 2.2.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàë F (α) =
∫ +∞
1

dx
xα

íà

ìíîæåñòâå E1 = (1; +∞).

.Íåðåäêî ïðåäïîëîæåíèå î íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ñäåëàòü, åñëè

íà êîíöå ïðîìåæóòêà íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. À èìåííî,

ïðè α = 1 èññëåäóåìûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè:

∃ε > 0 ∀t > 1 ∃ξ > t ∃α0 > 1 :
∣∣∣∫ +∞
ξ

dx
xα0

∣∣∣ > ε. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäáåðåì

çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïîä êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå

ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷èòåëüíîãî íåðàâåíñòâà.

Âû÷èñëèì

∣∣∣∣∫ +∞

ξ

dx

xα0

∣∣∣∣ =
x1−α0

1− α0

∣∣∣∣+∞
ξ

=
1

(α0 − 1)ξα0−1
.

Ïóñòü α0 = 1 + 1
t
è ξ = t, òîãäà

∣∣∣∫ +∞
ξ

dx
xα0

∣∣∣ = t

t
1
t

= t1−
1
t > 1.

Ðåøåíèå ìîæíî îôîðìèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðè ëþáîì α > 1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ êàê ýòàëîí, ò.å. ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî.

∃ε = 1 ∀t > 1 ∃ξ = t ∈ [t; +∞) ∃α0 = 1 +
1

t
> 1 :∣∣∣∣∫ +∞

ξ

dx

xα0

∣∣∣∣ =
x1−α0

1− α0

∣∣∣∣+∞
ξ

=
1

(α0 − 1)ξα0−1
=

t

t
1
t

= t1−
1
t > 1 = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. /
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Ïðèìåð 2.3.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàë G(α) =
∫ +∞
0

e−αx
2
dx íà

ìíîæåñòâå E0 = (0; +∞).

. Ïðè α = 0 èññëåäóåìûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Âû÷èñëèòü îñòàòîê

èíòåãðàëà â îïðåäåëåíèè íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, êàê â ïðèìåðå 2.2, íåò

âîçìîæíîñòè. Äîêàçûâàåì íåðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ

óñëîâèÿ Êîøè.

Îñîáîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Ïîòî÷å÷íàÿ

ñõîäèìîñòü ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì α ñëåäóåò èç îöåíêè, âåðíîé äëÿ

ëþáîãî x > 1:

0 6 e−αx
2

6 e−αx.

Èíòåãðàë îò ïîñëåäíåé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ êàê ýòàëîí.

Çàïèøåì îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè:

∃ε = e−1 ∀T > 1 ∃ξ2 = T + 1 > ξ1 = T ∃α =
1

(T + 1)2
:∣∣∣∣∫ ξ2

ξ1

e−αt
2

dt

∣∣∣∣ =

∫ ξ2

ξ1

e−αt
2

dt >
∫ T+1

T

e
− (T+1)2

(T+1)2 > e−1 = ε.

Ïîÿñíèì ïîäáîð ïàðàìåòðîâ (ïðèíöèï àíàëîãè÷åí ïîäáîðó çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ â îòðèöàíèè óñëîâèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ôóíêöèíàëüíûõ ðÿäîâ).

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

α, òî åå îöåíêà ñíèçó îñóùåñòâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì â ïðàâîì êîíöå ïðîìåæóòêà

èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê êàê â çàäà÷å âîçìîæåí ïîäáîð çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α =

1
(T+1)2

, ïðè êîòîðîì ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êîíñòàíòîé,

òî îòðåçîê èíòåãðàëà â îòðèöàíèè óñëîâèÿ Êîøè îöåíèâàåòñÿ ýòîé êîíñòàíòîé,

óìíîæåííîé íà äëèíó îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. /
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Ïðèìåð 2.4.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ +∞
0

e−αx sinxdx íà ìíîæåñòâå Eα = (α0; +∞), ãäå α0 > 0.

. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî α > α0 èìååò ìåñòî îöåíêà |e−αx sinx| 6 e−α0x

è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ +∞
0

e−α0x ñõîäèòñÿ ïðè α0 > 0, òî èññëåäóåìûé

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. /

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàíèå ïðèçíàêà Äèðèõëå ïðè èññëåäîâàíèè äàííîãî

èíòåãðàëà íåöåëåñîîáðàçíî.

Ïðèìåð 2.5.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåðàë∫ +∞
0

e−αx sinxdx íà ìíîæåñòâå E0 = (0; +∞).

. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ: |e−αx sinx| 6 e−αx,
∫ +∞
0

e−αxdx � ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì α > 0.

Íåðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü äîêàæåì, èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ

Êîøè. Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü ó÷àñòêè

ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè sinx, òîãäà:

∃ε =
2

e
∀T > 0 ∃ξ2 = π + 2πn, ξ1 = 2πn, n = [T ] + 1, ∃α =

1

π + 2πn
:

∣∣∣∣∫ ξ2

ξ1

e−αt sin tdt

∣∣∣∣ =

∫ ξ2

ξ1

e−αt sin tdt > e−αξ2
∫ π+2πn

2πn

sin tdt = 2e−1.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð n îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå ξ2 > ξ1 > T . /
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Ïðèìåð 2.6.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∞
1

sinαx
x+α

dx íà ìíîæåñòâàõ:

à) Eα = (α0; +∞), ãäå α0 > 0;

á) E0 = (0; +∞).

. Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ +∞.

Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü íà Eα è E0 äîêàçûâàåòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå

ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 6.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì α èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî,

ïîýòîìó ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà â äàííîì ñëó÷àå íå ïðèìåíèì. Ïðîâåðèì

óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äèðèõëå.

à) Ôóíêöèÿ f(x;α) = sinαx íåïðåðûâíà è íà ìíîæåñòâå Eα èìååò

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ïåðâîîáðàçíóþ, à èìåííî ∀T > 0
∣∣∣∫ T1 sinαxdx

∣∣∣ =∣∣ cosαT−1
α

∣∣ 6 2
α0
.

Ôóíêöèÿ g(x;α) = 1
x+α

ìîíîòîííà ïðè ëþáîì α ∈ Eα (â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ

ôèêñèðóåì ñâîéñòâî áåç îáîñíîâàíèÿ). Òàê êàê 0 6 1
x+α
6 1

x
= g(x), g(x)→ 0 è

íå çàâèñèò îò α, òî g(x;α)⇒ 0 ïðè x→ +∞.

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Eα.

á) Êàê óêàçàíî âûøå ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ íå ïðèìåíèì, òàê êàê ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

α èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Èç ðàâåíñòâà ∀T > 0
∣∣∣∫ T1 sinαxdx

∣∣∣ =
∣∣ cosαT−1

α

∣∣ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

íà ìíîæåñòâå E0 ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè sinαx íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííîé, ïîýòîìó ïðèçíàê Äèðèõëå íå ïðèìåíèì.

Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì è äîêàçûâàåì íåðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà E0.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âûáðàòü

ïàðàìåòðû â îòðèöàíèè óñëîâèÿ Êîøè. Ïðè ôèêñèðîâàííîì α ôóíêöèÿ

g(x;α) ∼ 1
x
ïðè x → +∞, è

∫ +∞
1

dx
x

ðàñõîäèòñÿ. Â äîêàçàòåëüñòâå óñëîâèÿ

Êîøè íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûáåðåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ òàêæå,

êàê â óñëîâèè Êîøè ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ +∞
1

dx
x
. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α

6ñì. Êîììåíòàðèé 2.4
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ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû àðãóìåíò ñèíóñà íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ îöåíèâàëñÿ

ñíèçó êîíñòàíòîé.

Îôîðìèì ðåçóëüòàò.

Â ðåçóëüòàòå îöåíîê ñíèçó, ïîëó÷èì:

∃ε ∀T > 1 ∃ξ2 = 2T > ξ1 = T ∈ [T ; +∞)∃α =
1

T

↪→
∫ ξ2

ξ1

sin t
T

t+ 1
T

dt >
sin 1

2T + T
T >

sin 1

3
.

Âûáèðàÿ ε = sin 1
3
, çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. /
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Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ,

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Â ïàðàãðàôå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Ìû ðàññìîòðèì òðè îñíîâíûõ ïîäõîäà ê

âû÷èñëåíèþ:

1) ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûõ ñâîéñòâ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà: ïðèìåð 3.1;

2) ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì � ðàíåå âû÷èñëåííûì èíòåãðàëàì, óêàçàííûì â

òàáëèöå 1 (ñì. íèæå): ïðèìåðû 3.2. è 3.3;

3) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è

èíòåãðèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó: ïðèìåðû 3.4 � 3.7.

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü òåîðåìû, ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòëè÷èåì òåîðåì

äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ ñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå òðåáîâàíèÿ

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3.1.(Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a; b) × [α1;α2] è èíòåãðàë∫ b
a
f(x;α)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [α1;α2], òîãäà ôóíêöèÿ

F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α1;α2].
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Òåîðåìà 3.2. (Èíòåãðèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a; b) × [α1;α2] è èíòåãðàë∫ b
a
f(x;α)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [α1;α2], òîãäà∫ α1

α0

(∫ b

a

f(x;α)dx

)
dα =

∫ b

a

(∫ α1

α0

f(x;α)dα

)
dx.

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, óäîáíî â ñëó÷àå,

êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì Ðèìàíà ïî îòðåçêó, çàâèñÿùåìó îò ïàðàìåòðà: f(x;α) =
∫ α
α0
g(x; y)dy

òàê, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(x; y) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû èíòåãðèðîâàíèÿ

è èíòåãðàë èçâåñòåí (ìîæíî âû÷èñëèòü)
∫ b
a
g(x; y)dx = G(y). Òîãäà, ìåíÿÿ

ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ñâîäèì çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà:∫ b

a

f(x;α)dx =

∫ b

a

∫ α

α0

g(x; y)dydx =

∫ α

α0

∫ b

a

g(x; y)dxdy =

∫ α

α0

G(y)dy.

Àíàëîãè÷íà ñõåìà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû èíòåãðèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà äëÿ èíòåãðàëîâ çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ.
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Òåîðåìà 3.3. (Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′α(x;α) íåïðåðûâíû íà

ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b)× [α1;α2], èíòåãðàë
∫ b
a
f ′α(x;α)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

îòðåçêå [α1;α2] è ïðè íåêîòîðîì α0 ∈ [α1;α2] ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b
a
f(x;α0)dx,

òîãäà ôóíêöèÿ F (α) =
∫ b
a
f(x;α)dx äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [α1;α2] è

F ′(α) =

∫ b

a

f ′α(x;α)dx.

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî

ðàññìàòðèâàòü, ïðè óñëîâèè, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè èçâåñòåí (ëåãêî âû÷èñëèòü).

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðà F (α), òîãäà ïðèìåíåíèå òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè.

Çàòåì F (α) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïî ñâîåé ïðîèçâîäíîé:

� ëèáî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-

Ëåéáíèöà (ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè êîíêðåòíîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà),

� ëèáî ñ ïîìîùüþ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ

ñâîéñòâà ôóíêöèè F (α) äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé,

íàïðèìåð, ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè, îãðàíè÷åííîñòü è ò.ï.).

Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â çàäà÷àõ íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå

ïàðàìåòðîâ Ω èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ìîæåò ñõîäèòüñÿ íåðàâíîìåðíî.

Òîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ïîñòðîåíèÿ âñïîìàãàòåëüíîãî îòðåçêà ìíîæåñòâà

ïàðàìåòðîâ, íà êîòîðîì åñòü ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü:

� ôèêñèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α0,

� ñòðîèòñÿ îòðåçîê ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèé α0,

ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ è òàêîé, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ýòîì îòðåçêå,
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� íà ýòîì îòðåçêå äîêàçûâàåòñÿ ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà F (α) è

äëÿ ëþáîãî α èç ýòîãî îòðåçêà íàõîäèòñÿ F ′(α), â ÷àñòíîñòè, F ′(α0),

� â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïàðàìåòðà α0 èç Ω ïîëó÷àåì, ÷òî F ′(α) íàéäåíî

äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω. (Â ïðèâåäåíîì ðàññóæäåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âñïîìîãàòåëüíûé îòðåçîê ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî α0.)

Ïðèåì áûë ïîêàçàí â ïðèìåðå 1.1 è áóäåò èñïîëüçîâàí â ïðèìåðàõ 3.3, 3.5,

3.7.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò äâóõ

ïàðàìåòðîâ, ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî

ïîíÿòü ïî êàêîìó ïàðàìåòðó öåëåñîîáðàçíî îñóùåñòâëÿòü äèôôåðåíöèðîâàíèå

(åñëè ïàðàìåòð íå âûáðàí â óñëîâèè çàäà÷è). Äëÿ âûáîðà ìîæíî:

� îñóùåñòâèòü ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó è

îöåíèòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ;

� ïðîâåðèòü óñëîâèÿ òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà;

� âû÷èñëåíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì åãî

ïðîèçâîäíîé ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó, ïîýòîìó íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

èíòåãðàëà ïðè ôèêñèðîâàííîé ïåðåìåííîé (Φ(0; β) â ïðèìåðå 3.5), èëè ïðè

îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (F (β; β) â ïðèìåðå 3.4), èëè íà îñíîâå

ñâîéñòâ ôóíêöèè (îðãàíè÷åííîñòè è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïðèìåðå 3.7);

� ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà è âûáîðà ïàðàìåòðà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âòîðîé ïàðàìåòð ñ÷èòàåì ïðîèçâîëüíûì è

ôèêñèðîâàííûì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ðàçíûõ

ìåòîäîâ (ñì. ïðèìåðû 3.5 è 3.7).
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Ïðèâåäåì òàáëèöó èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê èçâåñòíûå 7 ïðè âû÷èñëåíèè äðóãèõ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà:

Òàáëèöà 1.

∫ +∞

0

e−βx cosαxdx =
β

α2 + β2
; (I1)

∫ +∞

0

e−βx sinαxdx =
α

α2 + β2
; (I2)

∫ +∞

0

sinαx

x
dx =

π

2
signα èíòåãðàë Äèðèõëå; (I3)

∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà. (I4)

Íèæå ìû ïðèâîäèì âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫∞
0
e−βx cosαxdx ïðè α > 0 è β > 0.

. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ α > 0 è β > 0 èíòåãðàë

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, ôóíêöèè cosαx,

e−βx, sinαx (òðåáóåòñÿ ïðè âòîðîì èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïðè x → +∞ âíåèíòåðàëüíûõ

÷ëåíîâ. Äâàæäû èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì 8. Ïîëó÷èì:

∫ +∞

0

e−βx cosαxdx =
sinαx

α
e−βx

∣∣∣∣+∞
0

− β cosαx

α2
e−βx

∣∣∣∣+∞
0

− β2

α2

∫ +∞

0

e−βx cosαxdx.

Âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x → +∞, ïåðâîå ñëàãàåìîå

â íóëå ðàâíî 0, âòîðîå ñëàãàåìîå â íóëå ñ ó÷åòîì çíàêà ðàâíî β cos 0
α2 e0 = β

α2 .

Îáîçíà÷èì èñêîìûé èíòåãðàë I. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå I = β
α2 − β2

α2 I.

Òîãäà I = β
α2+β2 ./

7Òîëüêî, åñëè òàáëè÷íûé èíòåãðàë èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè äðóãîãî íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà è íå ÿâëÿåòñÿ îñíîíûì ñîäåðæàíèåì çàäà÷è.
8ñì. Êîììåíòàðèé 2.2.
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Äëÿ ñâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ ê ýòàëîíàì èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïî ïàðàìåòðó è äð.

Ïðèìåð 3.2. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Äèðèõëå

∫ +∞

0

sinαx

x
dx =

π

2
signα,

âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ +∞

0

sinx− x cosx

x3
dx.

.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∫ +∞

0

sinx− x cosx

x3
dx = − sinx− x cosx

2x2

∣∣∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

sinx

2x
dx =

=
1

2

∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

4
.

Ñòðåìëåíèå ê íóëþ âíåèíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà ïðè x → +0 è ïðè x → +∞

îáîñíîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

/
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Ïðèìåð 3.3. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Ýéëåðà - Ïóàññîíà

∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
,

âû÷èñëèòü èíòåãðàë

F (α; β) =

∫ +∞

−∞

e−αx
2 − e−βx2

x2
dx

ïðè α > 0 è β > 0.

Ïðèâåäåì äâà ðåøåíèÿ.

. Ðåøåíèå 1.

Äëÿ ëþáûõ α > 0, β > 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x;α; β) = e−αx
2−e−βx2

x2

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî ïåðåìåííîé x è èíòåãðàë
∫ +∞
0

f(x, α, β)dx ñõîäèòñÿ:

f(x;α; β) ∼ β − α ïðè x → 0, òî åñòü òî÷êà x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé;

|f(x;α; β)| 6 1
x2

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïîýòîìó èíòåãðàë F (α; β) ñõîäèòñÿ è F (α; β) = 2
∫ +∞
0

f(x;α; β)dx.

Òàê êàê f(x;α; β) = −f(x; β;α) è f(x;α;α) = 0, à çíà÷èò F (α;α) = 0, òî

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë òîëüêî ïðè óñëîâèè α > β.

Ïðîèçâîäíàÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ïàðàìåòðó α èìååò âèä

f ′α = −e−αx2 . Èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü ñâåäåí ê èíòåãðàëó

Ýéëåðà - Ïóàññîíà çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ

òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 2.3 èíòåãðàë
∫ +∞
0

e−αx
2
dx ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå α > 0. Çàôèêñèðóåì β > 0. Ââåäåííîå îãðàíè÷åíèå α > β ïîçâîëÿåò

ïðèìåíèòü òåîðåìó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó α íà ëþáîì

ïîäîòðåçêå ëó÷à α ∈ (β; +∞).

Ôóíêöèÿ f(x;α; β) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà íà ëó÷å (β; +∞).

Ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îò ïðîèçâîäíîé:

òàê êàê
∣∣∣−e−αx2∣∣∣ 6 e−βx

2
, îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò α è èíòåãðàë îò

íåå ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî α íà ëó÷å

(β; +∞).

Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà F (α; β) ïîêàçàíà âûøå.

Òîãäà F ′α = −2
∫ +∞
0

e−αx
2
dx = −

√
π√
α
.

Çíà÷èò, F (α; β) = F (β; β) +
∫ α
β

(
−
√
π√
t

)
dt = 0 + 2

√
π(
√
β −
√
α).
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Ïðè 0 < α < β èñïîëüçóåì ñâîéñòâî f(x;α; β) = −f(x; β;α).

Èòàê, F (α; β) = 2
√
π(
√
β −
√
α). /

Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èíòåãðàë F (x;α; β) íåëüçÿ ñâåñòè ê ðàçíîñòè

èíòåãðàëîâ âèäà
∫ +∞
0

e−αx
2

x2
dx, òàê êàê óêàçàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ:

e−αx
2

x2
∼ 1

x2
ïðè x → 0. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà ðàçíîñòüþ íåêîòîðûõ áîëåå ¾óäîáíûõ¿ ôóíêöèé, ïðåæäå

îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ê ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü

ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü ñëàãàåìûõ.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå 3.3 ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ

áûë ïîêàçàí ïðèåì èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî ïàðàìåòðà äëÿ âûäåëåíèÿ

ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ïðèìåíèìà òåîðåìà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âûïîëíåíî

óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

. Ðåøåíèå 2.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, òî F (α; β) = 2
∫ +∞
0

e−αx
2−e−βx2

x2
dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ

ôóíêöèþ â âèäå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà: e
−αx2−e−βx2

x2
=
∫ β
α
e−yx

2
dy.

Èíòåãðàë
∫ +∞
0

e−yx
2
dx íà îòðåçêå [α; β] ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó

Âåéåðøòðàññà. Ïðèìåíèì òåîðåìó îá èíòåãðèðîâàíèè íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà:

∫ +∞

0

e−αx
2 − e−βx2

x2
dx =

∫ +∞

0

∫ β

α

e−yx
2

dydx =

∫ β

α

∫ +∞

0

e−yx
2

dxdy =

èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà, ïîëó÷èì:

=

∫ β

α

√
π

2
√
y
dy =

√
π
(√

β −
√
α
)
.

Òîãäà F (α, β) = 2
√
π
(√

β −
√
α
)
. /

25

МФТИ, Иванова С.В.



Ïðèìåð 3.4. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà ôóíêöèè Φ(β) =∫ +∞
0

sinx
x
e−βxdx â òî÷êå β = 0.

. Òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ

ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿþùåãîñÿ îòðåçêîì.

Çàôèêñèðóåì îòðåçîê [0; β0], ãäå β0 > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíî.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ sinx
x
e−βx íåïðåðûâíà íà [0; +∞) × [0; β0] êàê

ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé sinx
x

è e−βx.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ñóììîé ñîáñòâåííîãî è íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëîâ,

÷òîáû íå àíàëèçèðîâàòü îñîáåííîñòü â íóëå:∫ +∞
0

sinx
x
e−βxdx =

∫ 1

0
sinx
x
e−βxdx +

∫ +∞
1

sinx
x
e−βxdx. Ïåðâîå ñëàãàåìîå

ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,

ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî ñïðàâà â òî÷êå β = 0. Ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

âòîðîãî èíòåãðàëà äîêàæåì ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, òàê êàê ïîëó÷èòü

ðàâíîìåðíóþ ïî β îöåíêó è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì: ïðè β = 0 èññëåäóåìûé èíòåãðàë èìååò âèä∫ +∞
0

sinx
x
dx è ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ôóíêöèÿ g(x) = sinx íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [1; +∞) è èìååò ìåñòî

ðàâíîìåðíàÿ ïî β îöåíêà åå ïåðâîîáðàçíîé: ∀T > 1
∣∣∣∫ T1 sinxdx

∣∣∣ 6 2.

Ôóíêöèÿ f(x; β) = 1
xeβx

íåïðåðâíî-äèôôåðåíöèðóåìà, ìîíîòîííî óáûâàåò ïî

x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì β è ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó îöåíêè

0 6 f(x; β) 6 1
x
ïðè x→ +∞.

Ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå èíòåãðàë
∫ +∞
1

sinx
x
e−βxdx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî β

íà îòðåçêå [0; β0]. È ôóíêöèÿ Φ(β) íåïðåðâíà ñïðàâà â òî÷êå β = 0, êàê ñóììà

íåïðåðâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé./
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Ïðèìåð 3.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

Φ(α; β) =

∫ ∞
0

e−βx
sinαx

x
dx (6)

ïðè β > 0.

. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ φ(x, α, β) = e−βx sinαx
x

.

Òîãäà φ′α = e−βx cosαx è φ′β = −e−β sinαx. Èíòåãðàëû îò ïðîèçâîäíûõ ìîæíî

âû÷èñëèòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ (ñì. òàáëè÷íûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

I1 è I2).

Èíòåãðàë
∫ +∞
0

φ′β(x;α; β)dx ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå β > 0

(ñì.ïðèìåð 2.5). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ëèáî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

β > β0 > 0, ëèáî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî äðóãîìó ïàðàìåòðó: ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îò ïðîèçâîäíîé ìîæíî äîêàçàòü ïî ïðèçíàêó

Âåéåðøòðàññà è Φ(0; β) = 0, òàê êàê φ(x; 0; β) = 0.

Îñóùåñòâèì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó α.

Â ñèëó ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà òî÷êà x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé

(ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0).

Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî α. Ïðîâåðèì

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî α ïðè α > 0.

Òàê êàê òåîðåìà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó îòðåçêó,

ïîñòðîèì îòðåçîê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî α > 0:
[
α
2
; 2α
]

= E.

Èíòåãðàë Φ(α; β) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííûõ α ∈ E è β > 0 èìååò

ìåñòî îöåíêà
∣∣ sinαx

x
e−βx

∣∣ 6 1
eβx

è èíòåãðàë îò îöåíèâàþùåé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ

êàê ýòàëîí.

Èíòåãðàë Ψ(α; β) =
∫∞
0
e−βx cosαxdx, ïîëó÷åííûé èç (6)

äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî α ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

ïî α ∈ E ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà:

∣∣e−βx cosαx
∣∣ 6 e−βx.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Φ′α(α; β) = Ψ(α; β) íà îòðåçêå
[
α
2
; 2α
]
, à çíà÷èò, â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè α > 0 è

íà ëó÷å (0; +∞). Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë I1, èìååì

Φ′α(α; β) = Ψ(α; β) =
β

α2 + β2
.

Èíòåãðèðóÿ íà îòðåçêå [0;α] ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, èìååì:

Φ(α; β)− Φ(0; β) = β

∫ α

0

dt

t2 + β2
= arctg

α

β
.

Òàê êàê Φ(0; β) = 0 (ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 0), òî ïðè α > 0 è

β > 0

Φ(α; β) =

∫ ∞
0

e−βx
sinαx

x
dx = arctg

α

β
.

Â ñèëó íå÷åòíîñòè Φ(α; β) ïî α ôîðìóëà âåðíà ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ α./

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëåíèå Φ(α; β) =
∫∞
0
e−βx sinαx

x
dx äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî

ïàðàìåòðó β âîçìîæíî (ñì. ïðèìåð 3.7).
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Ïðèìåð 3.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Äèðèõëå
∫∞
0

sinαx
x
dx.

. Çàìåòèì, ÷òî F (α) =
∫∞
0

sinαx
x
dx íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïðè α > 0.

Ïóñòü α > 0. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó íåâîçìîæíî, òàê êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
∫∞
0

cosαxdx ðàñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì α.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë Φ(α; β) =
∫∞
0
e−βx sinαx

x
dx ïðè β > 0 è äîêàæåì, ÷òî

∫ ∞
0

sinαx

x
dx = lim

β→+0

∫ ∞
0

e−βx
sinαx

x
dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Φ(α; β) ïî β íà îòðåçêå

[0; 1] àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó â ïðèìåðå 2.4 (ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(α; β) íåïðåðûâíà ïî β â íóëå ñïðàâà è ìîæíî

ïåðåéòè ê ïðåäåëó ñïðàâà ïðè β → +0 ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

∫ ∞
0

sinαx

x
dx = lim

β→+0

∫ ∞
0

e−βx
sinαx

x
dx = lim

β→0+0
arctg

α

β
=
π

2
.

Òàê êàê F (α) - íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì

F (α) =

∫ ∞
0

sinαx

x
dx =

π

2
signα, α ∈ R./

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Äèðèõëå ìîæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü

îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë Φ(β) =
∫∞
0

sinx
x
e−βxdx ïðè β > 0,

âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèìåðîì 3.4 è íàéòè èíòåãðàë
∫∞
0

sinx
x
dx. Èíòåãðàë Äèðèõëå

ìîæíî íàéòè çàìåíîé ïåðåìåííîé. Ïðèâåäåì âû÷èñëåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà.
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Ïðèìåð 3.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Φ(β) =
∫∞
0

sinx
x
e−βxdx ïðè β > 0.

. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:∫∞
0
− sinx e−βxdx = − 1

1+β2 .

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ëþáîì

îòðåçêå [0; β0], ãäå β0 > 0.

Ïîýòîìó äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå β > 0 ðàññìîòðèì îòðåçîê [β1; β2], ãäå 0 < β1 6 β 6 β2.

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [β1; β2] ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà,

òàê êàê
∣∣sinx e−βx∣∣ 6 e−β1x è èíòåãðàë

∫ +∞
0

e−β1xdx ñõîäèòñÿ êàê ýòàëîí.

Ïî òåîðåìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Φ′(β) =

∫ ∞
0

− sinx e−βxdx = − 1

1 + β2

íà ëþáîì îòðåçêå [β1; β2] ⊂ (0; +∞), à çíà÷èò è äëÿ ëþáîãî β > 0. Íàéäåì

ôóíêöèþ Φ(β) êàê ïåðâîîáðàçíóþ: Φ(β) = − arctg β + C íà (0; +∞).

Èç îöåíêè |Φ(β)| 6
∫ +∞
0

e−βxdx = 1
β
ñëåäóåò, ÷òî Φ(β) → 0 ïðè β → +∞ è,

çíà÷èò, Φ(β) = π
2
− arctg β. /
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Äîïîëíåíèÿ ê ïîñîáèþ.

Îïðåäåëåíèå. (Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèè ïî ïàðàìåòðó.)

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x;α) ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè f0(x) ïðè α → α0 ∈

[α1;α2] ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [a; b], åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀α : 0 < |α− α0| < δ ∀x ∈ [a; b] ↪→ |f(x;α)− f0(x)| < ε.

Òåîðåìà.(Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x;α) ñòðåìèòñÿ ê f0(x) ïðè α → α0 ∈ [α1;α2] ðàâíîìåðíî

ïî x ∈ [a; b], ôóíêöèÿ f0(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà

lim
α→α0

F (α) = lim
α→α0

∫ b

a

f(x;α)dx =

∫ b

a

lim
α→α0

f(x;α)dx =

∫ b

a

f0(x)dx.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â óñëîâèÿõ òåîðåìû, îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è

èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Òåîðåìà. (Îá èíòåãðèðîâàíèè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.)

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ [a; b] ôóíêöèÿ f(x;α) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà

îòðåçêå [α0;α1], äëÿ ëþáîãî α ∈ [α0;α1] ôóíêöèÿ f(x;α) èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] è ñóùåñòâóåò êðàòíûé èíòåãðàë
∫∫

[a;b]×[α1;α2]
f(x;α)dxdα.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà è îíè ðàâíû:∫ α1

α0

(∫ b

a

f(x;α)dx

)
dα =

∫ b

a

(∫ α1

α0

f(x;α)dα

)
dx.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ F (α) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [α0;α1]

è èíòåãðàëû ìîæíî ðàññòàâèòü â ëþáîì ïîðÿäêå.
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Êîììåíòàðèè.

Êîììåíòàðèé 1. Òåîðåìà îòäåëèìîcòè îò íóëÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà

îòðåçêå [a; b].

Òîãäà ñóùåñòâóåò µ > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ [a; b] ↪→ f(x) > µ.

. Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé íèæíåé

ãðàíè. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, èìååì : ∃x0 ∈ [a; b] òàêîå, ÷òî

inf [a;b] f = f(x0) > 0. Âûáåðåì µ = 1
2

inf [a;b] f . Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé

ãðàíè ïîëó÷èì äîêàçûâàåìóþ îöåíêó. /

Êîììåíòàðèé 2. Îïðåäåëåíèå è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé (êðàòêî).

Êîììåíòàðèé 2.1.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a; b), ãäå

a ∈ R, b ∈ R ∪ {+∞}. Ïóñòü ∀ξ ∈ [a; b) ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; ξ].

Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
∫ b
a
f(x)dx íàçûâàåòñÿ ïðåäåë limξ→b

∫ ξ
a
f(x)dx.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limξ→b
∫ ξ
a
f(x)dx, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ñõîäèòñÿ, èíà÷å � ðàñõîäèòñÿ.

Êîììåíòàðèé 2.2.

Òåîðåìà (Îá èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì.)

Ïóñòü ôóíêöèè u(x) è v(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà

ïðîìåæóòêå [a; b), ïóñòü ñóùåñòâóåò limx→b−0(uv), òîãäà

∫ b

a

udv = uv|ba −
∫ b

a

vdu,

ãäå uv|ba = limx→b−0(uv)− u(a)v(a).

Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñïðàâåäëèâà â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî

êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç âõîäÿùèõ â íåå èíòåãðàëîâ. Åñëè îäèí èç èíòåãðàëîâ

ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è äðóãîé.
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Êîììåíòàðèé 2.3.

Èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò çíàêîïîñòîÿííûõ

ôóíêöèé:

Òåîðåìà (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.)

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [a; b), ãäå a ∈ R,

b ∈ R ∪ {+∞} è ∀ξ ∈ [a; b) èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; ξ].

Ïóñòü ∀x ∈ [a; b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: 0 6 f(x) 6 g(x). Òîãäà

1) èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b
a
g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b
a
f(x)dx;

2) èç ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b
a
f(x)dx ñëåäóåò

ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b
a
g(x)dx.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà ïðîâåðÿþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà äëÿ

ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé: 0 6 f(x) 6 g(x).

Òåîðåìà (Çàìåíà íà ýêâèâàëåíòíóþ ôóíêöèþ.)

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è çíàêîïîñòîÿííû íà ïðîìåæóòêå

[a; b), ãäå a ∈ R, b ∈ R∪{+∞} è ∀ξ ∈ [a; b) èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå

[a; ξ].

Ïóñòü f ∼ g ïðè x → b. Òîãäà, íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
∫ b
a
g(x)dx è∫ b

a
f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìó çàìåíû íà ýêâèâàëåíòíóþ ôóíêöèþ ïðèìåíÿþò äëÿ

çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñëåäóþùèì

ýòàëîíàì, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè:∫ 1

0
dx
xα

ñõîäèòñÿ ïðè α < 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α > 1;

∫ +∞
1

dx
xα

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 1;

∫ +∞
0

dx
eαx

ñõîäèòñÿ ïðè α > 0,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 0;
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∫ 1
2

0
dx

xα lnβ x
ñõîäèòñÿ ïðè α < 1,∀β è ïðè α = 1, β > 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α > 1,∀β è ïðè α = 1, β 6 1;

∫ +∞
2

dx
xα lnβ x

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1,∀β è ïðè α = 1, β > 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α < 1,∀β è ïðè α = 1, β 6 1;

∫ +∞
1

dx
eαxxβ

ñõîäèòñÿ ïðè α > 0,∀β è ïðè α = 0, β > 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α < 0,∀β è ïðè α = 0, β 6 1.

Êîììåíòàðèé 2.4.

Èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò

çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé.

Íàïîìíèì òîëüêî ïðèçíàê Äèðèõëå.

Òåîðåìà (ïðèçíàê Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.)

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x), òàêèå ÷òî:

f(x) íåïðåðûâíà íà ëó÷å [a; +∞);

g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ëó÷å [a; +∞).

Ïóñòü

1) ïåðâîîáðàçíàÿ F (t) =
∫ t
a
f(x)dx îãðàíè÷åíà íà ëó÷å [a; +∞):

∃C ∈ R : ∀t ∈ [a; +∞) ↪→ |F (t)| 6 C;

2) ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0:

∃x0 ∈ [a; +∞) : ∀x ∈ [x0; +∞) ↪→ g′(x) 6 0;

3) ôóíêöèÿ g(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞.

Òîãäà èíòåãðàë
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.

Êîììåíòàðèé 2.5.

Çàìå÷àíèå î çàïèñè ïåðâîîáðàçíîé.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ êàê èíòåãðàë

ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì, F (t) =
∫ t
a
f(x)dx ïðè t > a íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà è, ïåðåîáîçíà÷àÿ ïåðåìåííóþ, èìååì ðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî

x > a ↪→ F ′(x) = f(x).
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Òî åñòü F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x).

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàë

ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë, òàê êàê îí ëèáî ðàñõîäèòñÿ (íàïðèìåð, äëÿ f(x) = sinx), ëèáî

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ò.å. åãî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, à íå ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè.
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