
Ââåäåíèå â íîðìèðîâàííûå è

åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî (êîìïëåêñíîãî) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà,

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà è åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì

ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â L îïðåäåëåíû îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ

+ : L× L→ L

è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

·λ : R× L→ L,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) ∀f, g ∈ L ↪→ f + g = g + f ;

2) ∀f, g, h ∈ L ↪→ (f + g) + h = f + (g + h);

3) ∃0 ∈ L : ∀f ∈ L ↪→ f + 0 = f ;

4) ∀f ∈ L ∃ − f ∈ F : f + (−f) = 0;

5) ∀f ∈ L ∀α, β ∈ R ↪→ α (βf) = (αβ) f ;

6) ∀f ∈ L ∀α, β ∈ R ↪→ (α + β) f = αf + βf ;

7) ∀f, g ∈ L∀α ∈ R ↪→ α (f + g) = αf + αg;

8) äëÿ 1 ∈ R ∀f ∈ L ↪→ 1f = f .

Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé

ìíîæåñòâà R íà ìíîæåñòâî C.
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Ñèñòåìà {fk}nk=1 ⊂ L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè èç ðàâåíñòâà íóëþ

åå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ:

n∑
k=1

αkfk = 0⇒ αk = 0 ∀k = 1, . . . , n.

Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 1.

Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íàéòè n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ,

à ëþáûå n + 1 ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü n.

Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óêàçàòü ñèñòåìó èç ïðîèçâîëüíîãî

êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ëèíåéíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ

íîðìèðîâàííûì, åñëè â íåì ââåäåíà íîðìà, òî åñòü ôóíêöèÿ

‖ ‖ : L→ [0; +∞) ,

òàêàÿ ÷òî:

1) ∀f ∈ L ↪→ ‖f‖ > 0;

2) ∀α ∈ R ∀f ∈ L ↪→ ‖αf‖ = |α| · ‖f‖;

3) ∀f, g ∈ L ↪→ ‖f + g‖ 6 ‖f‖+ ‖g‖;

4) ∀f ∈ L; ‖f‖ = 0 ↪→ f = 0.

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L ñ íîðìîé ‖ ‖ áóäåì îáîçíà÷àòü (L, ‖ ‖). Äëÿ

íåêîòîðûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå

áóäóò ââåäåíû íèæå.

Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé

ìíîæåñòâà R íà ìíîæåñòâî C.

1Ïîäðîáíåå ñì. êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû.
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëèíåéíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ

åâêëèäîâûì, åñëè â íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü áèëèíåéíàÿ,

ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ

( , ) : L× L→ R :

1)∀f, g, h ∈ L ∀α, β ∈ R ↪→ (αf + βg, h) = α (f, h) + β (g, h);

2) ∀f, g ∈ L ↪→ (f, g) = (g, f);

3) ∀f ∈ L ↪→ (f, f) > 0;

4) ∀f ∈ L : (f, f) = 0→ f = 0.

Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî

1) ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî

åâêëèäîâîé íîðìû

‖f‖ =
√
(f, f); (1)

2) â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(f, g) 6
√

(f, f)
√
(g, g); (2)

3) äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(f, g) =
1

2

(
‖f + g‖2 − ‖f‖2 − ‖g‖2

)
; (3)

4) åñëè äëÿ íåêîòîðîé íîðìû â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå L âûðàæåíèå

1
2
(‖f + g‖2 − ‖f‖2 − ‖g‖2) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî

íîðìà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé è ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (3).

Îäíèì èç îñíîâíûõ èçó÷àåìûõ â òåìå ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ïî íîðìå:

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}+∞n=1 ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà (L, ‖ ‖) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó f ∈ L ïî íîðìå, åñëè

÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖fn − f‖ → 0 ïðè n→ +∞.
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Òàê êàê íà îäíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêî íîðì,

ò.å. îïðåäåëèòü íåñêîëüêî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, òî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ

ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Äâå íîðìû ‖ ‖(1) è ‖ ‖(2) â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàþò

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå c1 > 0 è c2 > 0 òàêèå,

÷òî

∀x ∈ X ↪→ c1‖x‖(1) 6 ‖x‖(2) 6 c2‖x‖(1).

Òåîðåìà 1.1.

Äâå íîðìû, îïðåäåëåííûå â îäíîì è òîì æå ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå,

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî

îäíîé èç íîðì ñëåäóåò åå ñõîäèìîñòü ïî äðóãîé íîðìå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ è åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à

òàêæå ïðèìåðû, îòðàæàþùèå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ

ïî ðàçëè÷íûì íîðìàì.

Íîðìû â Rn.

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæíî ââåñòè, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå íîðìû:

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|;

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|;

‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|x2i |.

Â Rn ñõîäèìîñòü ïî êàæäîé èç íîðì ñîâïàäàåò ñ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòüþ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óêàçàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì áîëåå îáùåãî ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 1.2.

Â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.
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Íîðìà ‖x‖2 =
√∑n

i=1 |x2i | ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

(x, y) =
∑n

i=1 xiyi, ò.å. ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé.

Íîðìû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b].

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íîðì è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëî ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî,

òî åñòü: (f + g) (x) = f(x) + g(x) è (λf) (x) = λf(x). Âûïîëíåíèå àêñèîì ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà (Îïðåäåëåíèå 1.1) ïîëåçíî ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

} Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ñ íîðìîé

‖f‖C[a;b] = max
x∈[a;b]

|f(x)|

áóäåì îáîçíà÷àòü C [a; b].

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïî íîðìå ‖ ‖C[a;b]

ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç

îïðåäåëåíèé ñõîäèìîñòè ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå C[a; b] è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

} Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖f‖L1[a;b] =

∫ b

a

|f(x)|dx

îáîçíà÷àþò CL1 [a; b] è íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî

ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì.

} Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖f‖L2[a;b] =

√∫ b

a

|f(x)|2dx

îáîçíà÷àþò CL2 [a; b] è íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî

ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

5

МФТИ, Иванова С.В.



Çàäà÷à 1.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèè ‖ ‖C[a;b], ‖ ‖L1[a;b] è ‖ ‖L2[a;b] îïðåäåëÿþò

íîðìû íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïîêàæåì, ÷òî íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ C [a; b], CL1 [a; b] è CL2 [a; b] îïðåäåëÿþò

ðàçëè÷íóþ ñõîäèìîñòü.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèè fn(x) = nαxn.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}+∞n=1 ñõîäèòñÿ

ê íóëåâîé ôóíêöèè ïî êàæäîé èç ïðèâåäåííûõ íîðì.

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f0 íóëåâóþ ôóíêöèþ: f0(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [0; 1].

Íàéäåì äëÿ êàæäîé ðàññìàðèâàåìîé íîðìû ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç

îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè ïî íîðìå (îïðåäåëåíèå 1.5) è íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

α, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëûìè:

‖fn − f0‖C[0;1] = sup
[0;1]

|fn(x)| = nα

⇒ (fn → f0 â C [0; 1] ⇔ α < 0) .

‖fn − f0‖L1[a;b] =

∫ 1

0

|nαxn|dx =
nα

n+ 1

⇒ (fn → f0 â CL1 [0; 1] ⇔ α < 1) .

‖fn − f0‖L2[a;b] =

√∫ 1

0

|n2αx2n|dx =
nα√
2n+ 1

⇒
(
fn → f0 â CL2 [0; 1] ⇔ α <

1

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà C[a; b], CL1[a; b] è CL2[a; b]

ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ � ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b], íî

ðàçëè÷íû êàê íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à íîðìû ‖ ‖C[a;b], ‖ ‖L1[a;b] è ‖ ‖L2[a;b] íå

ýêâèâàëåíòíû ïî òåîðåìå 1.1. /
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Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà RL1[a; b] è RL2[a; b].

Îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àåò:

� çàäàíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ;

� ñòðóêòóðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå îáúåêòîâ, ò.å.

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå

àêñèîì;

� ââåäåíèå íîðìû.

Îïðåäåëåíèå 1.7.Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà êîíå÷íîì

èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (a; b), åñëè

1) ôóíêöèÿ f èìååò íà (a; b) íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáåííîñòåé, ò.å.

ñóùåñòâóþò ÷èñëà

x0, . . . , xI : a = x0 < x1 < · · · < xI = b

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , I} è äëÿ ëþáîãî îòðåçêà

[α; β] ⊂ (xi−1;xi)

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà
∫ β
α
f(x)dx;

2) èíòåãðàë
∫ b
a
|f(x)|dx ñõîäèòñÿ, êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

îñîáåííîñòåé2.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé.

Îïåðàöèè îïðåäåëèì ïîòî÷å÷íî 3.

Äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè îïðåäåëåíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ

‖f‖L1[a;b] =
∫ b
a
|f(x)|dx, äëÿ êîòîðîé àêñèîìû 1-3 íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ ïðîñòðàíñòâà CL1 [a; b], íî àêñèîìà 4 íå âûïîëíåíà, òàê êàê, íàïðèìåð,

èçìåíåíèå ôóíêöèè f0(x) = 0 â ëþáîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê íå âëå÷åò

èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà
∫ b
a
|f(x)|dx. Òî åñòü, ‖f‖L1[a;b] = 0 íå âëå÷åò â

ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷òî f ≡ 0.

2Ñì. êîììåíòàðèé 1.
3ñì. òåìó ¾Íîðìû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b].¿ âûøå.
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Òî åñòü, íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷èñëîâàÿ

ôóíêöèÿ ‖f‖L1[a;b] =
∫ b
a
|f(x)|dx íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ‖f‖L1[a;b] =
∫ b
a
|f(x)|dx óäîâëåòâîðÿëà âñåì

àêñèîìàì íîðìû, èçìåíèì ìíîæåñòâî îáúåêòîâ è ââåäåì ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà íà íîâîì ìíîæåñòâå4.

Íà óðîâíå èäåè: ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî

óïðîùåííî ïîíèìàòü êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé, â êîòîðîì ôóíêöèè f è g, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∫ b
a
|f − g|dx = 0

îòîæäåñòâëÿþòñÿ, ò.å. îáúåäèíåíû â îäèí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå.

} Ïðîñòðàíñòâî RL1 [a; b] � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àêñèîìà 4 â îïðåäåëåíèè íîðìû îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå: ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìà ýòîãî ýëåìåíòà

ðàâíà íóëþ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ àêñèîìû 4 ââåäåì îïðåäåëåíèå êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî íîðìû 5 ôóíêöèé.

Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêèå, ÷òî

‖f − g‖L1[a;b] =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx = 0

áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ ‖L1[a;b]. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâó

óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû Æîðäàíà,

íàïðèìåð, â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Îáîçíà÷åíèå: f ∼ g.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ f . Ìíîæåñòâî âñåõ

ýêâèâàëåíòíûõ åé ôóíêöèé áóäåì íàçûâàòü êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè è îáîçíà÷àòü

f̂ .

4Â êîíñïåêòå ïðåäñòàâëåíà òîëüêî èäåÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ L1[a; b] è L2[a; b].

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè è ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Â äîïîëíåíèè ê êîíñïåêòó ïðèâåäåíû ïðèìåðû,

èëëþñòðèðóþùèå ïîíÿòèå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
5Ìû èñïîëüçóåì òåðìèí ¾ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî íîðìû¿, ÷òîáû íå ââîäèòü

äîïîëíèòåëüíûõ òåðìèíîâ.
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Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ýêâèâàëåíòíîé f , ìîæíî ïîñòðîèòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,

òîãäà ĝ = f̂ . Êàæäàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò

íåêîòîðîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì òîëüêî îäíîìó. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ìíîæåñòâî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåííûì â

âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ � êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ

îòíîñèòåëüíî ‖ ‖L1[a;b] ôóíêöèé
6.

Îïðåäåëèì íîâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû

ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è

ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ7.

Óìíîæåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íà ÷èñëî.

Â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè f̂ âûáåðåì ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ f , òî åñòü àáñîëþòíî

èíòíãðèðóåìóþ ôóíêöèþ è óìíîæèì åå íà ÷èñëî α. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ

ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü α̂f

è íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè f̂ íà ÷èñëî α 8.

Ñëîæåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè f̂ è ĝ âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ f è g, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñóììîé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè f̂ è ĝ áóäåì íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ýëåìåíò f + g: f̂ + ĝ = f̂ + g 9.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ‖ ‖L1[a;b] ïðèíèìàåò íà ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî

íîðìû àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèÿõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå:

Ïóñòü f ∼ g, òî åñòü ‖f − g‖L1[a;b] = 0, òîãäà

‖f‖L1[a;b] = ‖f − g + g‖L1[a;b] 6 ‖f − g‖L1[a;b] + ‖g‖L1[a;b] = ‖g‖L1[a;b].

Òî åñòü, ‖f‖L1[a;b] 6 ‖g‖L1[a;b]. Âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ ‖g‖L1[a;b],

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ‖g‖L1[a;b] 6 ‖f‖L1[a;b], ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

6Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâà.
7Òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
8Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà

ïðåäñòàâèòåëÿ.
9Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà

ïðåäñòàâèòåëåé.
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Îïðåäåëèì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî íîðìû

ôóíêöèé:

‖f̂‖L1[a;b] = ‖f‖L1[a;b], ãäå f ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ

îòíîñèòåëüíî íîðìû ôóíêöèé. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà, ÷òî ââåäåíííàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì

íîðìû.

Ïðîñòðàíñòâî RL1 [a; b] îïðåäåëèì êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (a; b) ñ íîðìîé

‖f‖L1[a;b] =

∫ b

a

|f(x)|dx.

Çàìåòèì, ÷òî íóëåâûì ýëåìåíòîì ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

RL1 [a; b] ÿâëÿåòñÿ êëàññ ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûõ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè:

f ∼ f0, ãäå f0(x) ≡ 0, ò.å. ‖f − f0‖L1[a;b] =
∫ b
a
|f(x)|dx = 0.

Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, êàê ïðàâèëî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîãî

ïðåäñòàâèòåëÿ (ôóíêöèþ) èç êëàññà ýêâèâëåíòíûõ ïî íîðìå ôóíêöèé.

} Ïðîñòðàíñòâî RL2 [a; b] - êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé íà

êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (a; b), åñëè

1) ôóíêöèÿ f èìååò íà (a; b) íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáåííîñòåé, ò.å.

ñóùåñòâóþò ÷èñëà

x0, . . . , xI : a = x0 < x1 < · · · < xI = b

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , I} è äëÿ ëþáîãî îòðåçêà

[α; β] ⊂ (xi−1;xi)

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà
∫ β
α
f(x)dx;

2) èíòåãðàë
∫ b
a
f 2(x)dx ñõîäèòñÿ, êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

îñîáåííîñòåé.
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Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êðîìå àêñèîìû 4. À äëÿ ôóíêöèè

‖f‖L2[a;b] =
√

(f, f) =

√∫ b

a

f 2(x)dx

âûïîëíåíû àêñèîìû 1-3 íîðìû, íî íå âûïîëíåíà àêñèîìà 4, òàê êàê èíòåãðàë íå

çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû.

Àíàëîãè÷íî ïðèåìó, èñïîëüçîâàííîìó ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè (íåðàçëè÷èìûìè)

êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèè f(x) è g(x), äëÿ êîòîðûõ

‖f − g‖L2[a;b] = 0.

Ïðîñòðàíñòâî RL2 [a; b] îïðåäåëèì êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (a; b) ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ b
a
f(x)g(x)d, ãäå ýêâèâàëåíòíûå îòíîñèòåëüíî

åâêëèäîâîé íîðìû ‖ ‖L2[a;b] ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè (ïðåäñòàâëÿþùèìè

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà).

Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, êàê ïðàâèëî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîãî

ïðåäñòàâèòåëÿ (ôóíêöèþ) èç êëàññà ýêâèâëåíòíûõ ïî íîðìå ôóíêöèé.

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü ýëåìåíò êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè íå óêàçûâàÿ ýòî ÿâíî, òî åñòü ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé, îïðåäåëÿþùåé

íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè ïîòðåáóåòñÿ ãîâîðèòü îá ýëåìåíòå

ïðîñòðàíñòâà, êàê êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ýòî áóäåò îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî.
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Òåîðåìû âêëþ÷åíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå íàáîðû

ýëåìåíòîâ.

Èìåþò ìåñòî ñòîãèå âêëþ÷åíèÿ10:

Òåîðåìà 1.3.

Ïóñòü a, b ∈ R.

1) Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå C [a; b] ⊂ RL2 [a; b], ïðè÷åì

∀f ∈ C [a; b] ↪→ ‖f‖L2[a;b] 6
√
b− a‖f‖C[a;b]. (4)

2) Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå RL2 [a; b] ⊂ RL1 [a; b], ïðè÷åì

∀f ∈ RL2 [a; b] ↪→ ‖f‖L1[a;b] 6
√
b− a‖f‖L2[a;b]. (5)

. 1) Ïóñòü f ∈ C [a; b]. Òîãäà èíòåãðàëû
∫ b
a
f(x)dx è

∫ b
a
f 2(x)dx ñóùåñòâóþò â

ñîáñòâåííîì ñìûñëå, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìà íà

(a; b).

‖f‖L2[a;b] =

√∫ b

a

f 2(x)dx 6

√
(b− a)

(
max
x∈[a;b]

|f(x)|
)2

=
√
b− a‖f‖C[a;b].

2) Ïóñòü f ∈ RL2 [a; b]. Òîãäà ôóíêöèÿ èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî

÷èñëà îñîáåííîñòåé íà îòðåçêå [a; b]. Ôóíêöèè g(x) = |f(x)| è h(x) = 1

ïðèíàäëåæàò RL2 [a; b]. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(g, h) 6 ‖g‖L2[a;b]‖h‖L2[a;b]. Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå:

(g, h) =

∫ b

a

1 · |f(x)|dx = ‖f‖L1[a;b] 6 ‖h‖L2[a;b]‖g‖L2[a;b] =
√
b− a‖f‖L2[a;b].

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b
a
|f(x)|dx,

÷òî âëå÷åò f ∈ RL1 [a; b]. /

10Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ïðè àíàëèçå ïåðâîãî âëîæåíèÿ ïîíèìàåì, êàê

ïðåäñòàâèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîå âëîæåíèå.
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Èç íåðàâåíñòâ, äîêàçàííûõ â òåîðåìå 1.3, ñëåäóåò, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî, à èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñìûñëå

ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî âûòåêàåò åå ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèïîìèíàíèÿ âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ýòàëîííûå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû: ðàññìîòðèì èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà∫ 1

0
dx
xα
.

Ïðè α ∈
[
1
2
; 1
)
ôóíêöèÿ f(x) = 1

xα
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà, íî íå êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìà, ò.å. f ∈ RL1 [0; 1], íî f /∈ RL2 [0; 1].

Ïðè α ∈
(
−∞; 1

2

)
ôóíêöèÿ f(x) = 1

xα
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìà, ò.å. f ∈ RL1 [0; 1] ∩RL2 [0; 1].
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Ñâîéñòâî ïîëíîòû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî (åâêëèäîâà)

ïðîñòðàíñòâà (L, ‖ ‖) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N ∀p ∈ N ↪→ ‖fn − fn+p‖ < ε. (6)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íîðìèðîâàííîå (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ

ïîëíûì, åñëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó f ∈ L ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà: ‖fn − f‖ → 0 ïðè

n→ +∞.

Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåðîì ïîëíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò Rn. Ïîëíîòà Rn

äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Êîøè.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâ C [a; b], CL1 [a; b] è CL2 [a; b].

Ïðèìåð 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C [a; b] ïîëíî.

. Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ‖ ‖C[a;b] ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ. Åñëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn(x) ôóíäàìåíòàëüíà â C [a; b], òî, ïî

êðèòåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè11,

∃f : fn ⇒ f íà [a; b]. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé 12. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ â C [a; b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü C [a; b] ïîëíî./

11Ñì. êîììåíòàðèé 2.
12Ñì. êîììåíòàðèé 3.
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Ïðèìåð 2.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî CL1 [−1; 1] íåïîëíî.

. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íå÷åòíûõ ôóíêöèé fn(x),

îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [−1; 1] , çàäàííûõ ôîðìóëàìè íà îòðåçêå [0; 1]:

fn(x) =


nx, 0 6 x 6

1

n
,

1,
1

n
< x 6 1.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â CL1 [−1; 1]: ïóñòü m > n

‖fn − fm‖L1[a;b] =

∫ 1

−1
|fn(x)− fm(x)|dx < 2

∫ 1
n

0

1dx =
2

n
→ 0.

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ê êîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ‖ ‖L1[a;b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−1; 1]ôóíêöèÿ f(x), òàêàÿ, ÷òî ‖fn−f‖L1[a;b] → 0

ïðè n→∞.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ (0; 1] f(x) = 1.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ (0; 1] è âûáåðåì Nx0 ∈ N òàêîå, ÷òî 1
Nx0
6 x0

2
,

òîãäà ∀n > Nx0 ∀x ∈
[
x0
2
;x0
]
⊂
[
x0
2
; 1
]
↪→ fn(x) = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∫ x0
x0
2
|fn(x)− f(x)|dx ðàâíà 0, íà÷èíàÿ

ñ íîìåðà Nx0 .

Òàê êàê ïðè n > Nx0

∫ x0
x0
2
|fn(x)− f(x)|dx =

∫ x0
x0
2
|1− f(x)|dx, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàöèîíàðíà ñ íîìåðà Nx0 .

Òàê êàê 0 6
∫ x0
x0
2
|fn(x) − f(x)|dx 6

∫ 1

−1 |fn(x) − f(x)|dx = ‖fn − f‖L1[a;b] → 0 ïðè

n→∞, òî ñòàöèîíàðíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíà 0.

Èòàê, èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé, íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
∫ x0
x0
2
|1 − f(x)|dx = 0,

çíà÷èò ∀x ∈
[
x0
2
;x0
]
↪→ f(x) = 1, â ÷àñòíîñòè, ∀x0 ∈ (0; 1] f(x0) = 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 < 0 f(x0) = −1.

Òàê êàê limx→+0 f(x) = 1 6= limx→−0 f(x) = −1, òî ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåïðåðûâíîñòè f(x).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê

ðàçðûâíîé ôóíêöèè, òî åñòü íåïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà CL1 [a; b]./

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî RL1 [a; b] è ïðîñòðàíñòâî RL2 [a; b]

íåïîëíû.
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Ïðèìåð 2.3. Èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâî
(
C1 [−1; 1] , ‖ ‖C[−1;1]

)
- íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé íà ïîëíîòó.

. Ïðîñòðàíñòâî íåïîëíî, òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî-

äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [−1; 1], íî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

fn(x) =

√
x2 +

1

n

ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â
(
C1[−1; 1], ‖ ‖C[−1;1]

)
è ñõîäÿùàÿñÿ ê f(x) ïî

ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè íîðì ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî./

Çàäà÷à 2.1. Èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâî
(
C1 [a; b] , ‖ ‖C1[a;b]

)
- íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖f‖C1[a;b] = ‖f‖C[a;b] + ‖f ′‖C[a;b] íà ïîëíîòó.
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Ïîëíûå ñèñòåìû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèâåäåì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ýëåìåíòîâ â

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå:

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñèñòåìà {ϕk}+∞k=1 ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

(L, ‖ ‖) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â L, åñëè

∀f ∈ L ∀ε > 0 ∃{αk}mk=1 :

∥∥∥∥∥f −
m∑
k=1

αkϕk

∥∥∥∥∥ < ε.

Òî åñòü, ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0

ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà:

Ïóñòü A è B - ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà L. Ìíîæåñòâî A

íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì B, åñëè:

1) A ⊂ B;

2) ∀b ∈ B ∀ε > 0 ∃a ∈ A : ‖b− a‖ < ε.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèñòåìà {ϕk}+∞k=1 ïîëíà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

(L, ‖ ‖), åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû (ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû) ïëîòíà â L.

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî:

1. Ïîíÿòèÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå è ïîëíîå

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçëè÷íû!

2. Â îïðåäåëåíèè ïîëíîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Ðåøåíèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ïîëíà ëè ñèñòåìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

âêëþ÷àåò äâà ýòàïà:

- âûáîð îòâåòà, êîòîðûé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ¾íà óðîâíå èäåé¿;

- äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ¾ñèñòåìà ïîëíà¿ èëè ¾ñèñòåìà íå ïîëíà¿ â

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïðè àíàëèçå ëþáîé çàäà÷è íà ïîëíîòó ñèñòåìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà íîðìó

ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èññëåäóåòñÿ ïîëíîòà. Ïðè âûáîðå îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è

íåðåäêî öåëåñîîáðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ðàññìàòðèâàåìîé

íîðìû.

Ïðèåìû àíàëèçà è äîêàçàòåëüñòâà áóäóò ïîêàçàíû íå òîëüêî ïðè ðàçáîðå

ïðèìåðîâ, íî è â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì.

Îñíîâíûìè ñèñòåìàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ:

} òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà {1; cosnx; sinnx}+∞n=1;

} ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ îäíî÷ëåíîâ {xn}+∞n=0,

à òàêæå íåêîòîðûå èõ ïîäñèñòåìû.

Ïóñòü αi, βj, ãäå i = 0, . . . , n; j = 1, . . . , n, - íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì αn 6= 0 èëè βn 6= 0. Âûðàæåíèå

Tn(x) = α0 +
n∑
k=1

αk cos kx+ βk sin kx

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n.

Èññëåäîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû è åå ïîäñèñòåì íà ïîëíîòó â

ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . .

è åå ïîäñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé

ÿâëÿþòñÿ ñóììû Ôåéåðà.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ñóììàìè Ôåéåðà σn(x) ôóíêöèè f(x) íàçûâàþòñÿ ñðåäíèå

àðèôìåòè÷åñêèå åå ñóìì Ôóðüå Sn(x)
13 :

σn(x) =
S0(x) + S1(x) + · · ·+ Sn(x)

n+ 1
, n = 0, 1, 2, . . . .

13Ñì. êîììåíòàðèé 4.
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Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â ñìûñëå ñðåäíèõ

àðèôìåòè÷åñêèõ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Ôåéåðà ôóíêöèè f .

Îòìåòèì, ÷òî ñóììû Ôåéåðà ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 3.4. C∗ [a; b] îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] è òàêèõ, ÷òî f(a) = f(b).

Ïðèâåäåì îñíîâíûå òåîðåìû, ëþáóþ èç êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû èëè åå ïîäñèñòåì ïî

ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Òåîðåìà 3.1. (Òåîðåìà Ôåéåðà.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∗ [−π; π].

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Ôåéåðà ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−π; π].

Òåîðåìà 3.2. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∗ [−π; π].

Òîãäà ∀ε > 0 íàéäåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn(x), ðàâíîìåðíî

ïðèáëèæàþùèé ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [−π; π] ñ òî÷íîñòüþ ε, òî åñòü

max
x∈[−π;π]

|f(x)− Tn(x)| < ε.

. Òàê êàê ñóììû Ôåéåðà ôóíêöèè f ïî òåîðåìå Ôåéåðà ðàâíîìåðíî

ïðèáëèæàþò ôóíêöèþ f íà îòðåçêå [−π; π], òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåìà âûáåðåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó Ôåéåðà,

ÿâëÿþùóþñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. /

Òåîðåìà 3.3.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C∗ [−π; π] ïî ðàâíîìåðíîé

íîðìå ‖ ‖C[−π;π].

. Òàê êàê ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, òî äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â

ïðèìåíåíèè ïåðâîé òåîðåì Âåéåðøòðàññà./
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Çàìå÷àíèå î òèïè÷íûõ îøèáêàõ.

. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Ôóðüå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Ôóðüå íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

ìîæåò ðàñõîäèòñÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîòî÷íûì,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîìåðíûì ïðèáëèæåíèåì ñâîåé ôóíêöèè./

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a; b], òàêèõ ÷òî [a; b] ( [−π; π] èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè äî

ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà C∗[−π; π].

Ïðèìåð 3.1. Èññëåäîâàòü íà ïîëíîòó òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó â C [−2; 2].

. Òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â C∗ [−π; π], à òàêæå [−2; 2] ⊂

[−π; π], òî ïðîäîëæèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ C [−2; 2] ëèíåéíî äî íåïðåðûâíîé

íà [−π; π] ôóíêöèè f ∗ òàê, ÷òî f ∗(−π) = f ∗(π) = 0. Ïðèáëèçèì ïðîäîëæåííóþ f ∗

êàê ýëåìåíò C∗ [−π; π].

Òàê êàê ‖f ∗‖C[−π;π] > ‖f‖C[−2;2], òî ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìû

äîêàçàíà. /

Ïðèåìû ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ è â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû

íåêîòîðûõ ïîäñèñòåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðîâåðêó ïîëíîòû ïîäñèñòåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ðÿäà Ôóðüå àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, êîòîðûå ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî

(äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ñîñòîèò â ïðîâåðêå ðàâåíñòâà íóëþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå):

1. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [−π; π] ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîäñèñòåìå êîñèíóñîâ:

{cosnx}+∞n=0;

2. Íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [−π; π] ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîäñèñòåìå ñèíóñîâ:

{sinnx}+∞n=1;

3. 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(x+π) = f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ

ïî ïîäñèñòåìå {1, cos 2nx, sin 2nx}+∞n=1;

4. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà îòðåçêå [0; π] óñëîâèþ f(π − x) = f(x)
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ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîäñèñòåìå {cos 2nx}+∞n=0;

5. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà îòðåçêå [0; π] óñëîâèþ f(π− x) = −f(x)

ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîäñèñòåìå {cos(2n+ 1)x}+∞n=0.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå

ôóíêöèè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìàì:

{sin 2nx}+∞n=1;

{sin(2n− 1)x}+∞n=1.

Òàê êàê ðÿä Ôóðüå ñîäåðæèò òîëüêî êîíêðåòíóþ ïîäñèñòåìó ñèñòåìû

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Ôåéåðà

ýòîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû

ñèñòåìû ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå:

Ïðèìåð 3.2. Èññëåäîâàòü íà ïîëíîòó ñèñòåìó {cosnx}+∞n=0 â ïðîñòðàíñòâå C [0; π].

. Ñèñòåìà ïîëíà, òàê êàê ëþáóþ ôóíêöèþ èç C [0; π] ìîæíî ïðîäîëæèòü ÷åòíûì

îáðàçîì äî ôóíêöèè èç C∗ [−π; π].

Òî åñòü, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ C[0; π] îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ∗ ∈

C∗[−π; π] òàêóþ, ÷òî ∀x ∈ [0;π] ↪→ f ∗(x) = f(x) è ∀x ∈ [−π; π] ↪→ f ∗(−x) = f ∗(x).

Â ñèëó ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå C∗[−π; π], ôóíêöèþ

f ∗ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììîé Ôåéåðà. Â ñèëó ÷åòíîñòè

ôóíêöèè, åå ñóììà Ôåéåðà âêëþ÷àåò òîëüêî êîñèíóñû. Ïîëó÷åííàÿ ñóììà Ôåéåðà

ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ f íà îòðåçêå [−π; π]. /

Ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîäîëæåíèåì ìîãóò ðåøàòüñÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

ïîëíîòû ïî äðóãèì ïîäñèñòåìàì.

Çàìå÷àíèå î òèïè÷íûõ îøèáêàõ.

Ïðèåì ïðîäîëæåíèÿ, ïîêàçàííûé â ïðèìåðàõ 3.1 è 3.2 ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü

òåîðåìû î ïîëíîòå ñèñòåìû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó íåîáõîäèìî îáðàòèòü

âíèìàíèå íà ïðîäîëæåíèå èìåííî äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èëè ôóíêöèè èç

C∗ [−π; π].
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Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïîëíîé ñèñòåìû è ïðèåìû äîêàçàòåëüñòâà íåïîëíîòû ïî

ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Ïðèìåð 3.3. Ïîëíà ëè òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå C [−π; π].

. Íåïîëíà, òàê êàê íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íå óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

ðàâåíñòâà çíà÷åíèé íà êîíöàõ f(−π) = f(π) íåëüçÿ ïðèáëèçèòü ïî ðàâíîìåðíîé

íîðìå ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, êîòîðûå

ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò.

Ïðèâåäåì äâà âàðèàíòà (ïðèåìà) äîêàçàòåëüñòâà íåïîëíîòû.

Äîêàçàòåëüñòâî 1 (ïðîâåðèì îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ).

Òàê êàê ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Tn(x), òî íåïîëíîòà

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â C [−π; π] îçíà÷àåò, ÷òî

∃ε > 0∃f ∈ C [−π; π] : ∀Tn ↪→ ‖f − Tn‖C[a;b] > ε.

Âûáåðåì f(x) = x è ε = π.

‖f − Tn‖C[a;b] = max
x∈[−π;π]

|f(x)− Tn(x)| >

ò.ê. ìàêñèìóì ôóíêöèè áîëüøå èëè ðàâåí åå çíà÷åíèþ â ëþáûõ òî÷êàõ, òî

> max{|f(−π)− Tn(−π)|, |f(π)− Tn(π)|} ≥

ò.ê. ìàêñèìóì äâóõ ÷èñåë áîëüøå èëè ðàâåí èõ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, òî

>
1

2
(|f(−π)− Tn(−π)|+ |f(π)− Tn(π)|) =

â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíî÷ëåíà è äàëåå ïî íåðàâåíñòâó

òðåóãîëüíèêà ïîëó÷èì

=
1

2
(|f(−π)− Tn(π)|+ |f(π)− Tn(π)|) >

1

2
|f(−π) − f(π)| = π = ε.

Íåïîëíîòà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî 2. (îò ïðîòèâíîãî)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ïîëíà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f(x) = x, ïðèíèìàþùåé íà

êîíöàõ îòðåçêà ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ïðåäïîëîæèì ÷òî ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí, ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàþùèé ôóíêöèþ f(x) ñ òî÷íîñòüþ ðàâíîé ïîëîâèíå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà: ε = f(π)−f(π)
2

= π. Òîãäà,

â ÷àñòíîñòè,

|f(π)− Tn(π)| < ε = π,

|f(−π)− Tn(−π)| < ε = π.

Ïîëó÷èì,

|f(−π)− f(π)| 6 |f(π)− Tn(π)|+ |f(−π)− Tn(π)| =

= |f(π)− Tn(π)|+ |f(−π)− Tn(π)| < 2π.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà íåïîëíà. /

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü íåïîëíîòó òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â

ïðîñòðàíñòâàõ C[a;b], ãäå [−π; π] ⊂ [a; b].

Ðàññìîòðè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, àêöåíòèðóÿ âíèìàíèå íà ïåðâîé ÷àñòè ðåøåíèÿ:

âûáîðå îòâåòà.

Ïðèìåð 3.4. Èññëåäîâàòü íà ïîëíîòó ñèñòåìó {cos 2nx}+∞n=0 â C
[
0; π

2

]
.

. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {cos 2nx}+∞n=0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììû Ôåéåðà âêëþ÷àëè

òîëüêî ñëàãàåìûå âèäà cos 2nx, ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòíîé è óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèþ ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî îñè x = π
2

íà îòðåçêå [0; π]. Òàêîå

ïðîäîëæåíèå âîçìîæíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç C
[
0; π

2

]
. Çíà÷èò äîêàçûâàåì ïîëíîòó

ñèñòåìû (äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî)./
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Ïðèìåð 3.5. Èññëåäîâàòü íà ïîëíîòó ñèñòåìó {sin 2nx}+∞n=1 â C
[
0; π

2

]
.

. Ïðèâåäåì äâà ðàññóæäåíèÿ:

Ðàññóæäåíèå 1.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {sin 2nx}+∞n=1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììû Ôåéåðà âêëþ÷àëè

òîëüêî ñëàãàåìûå âèäà sin 2nx, ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü íå÷åòíîé è óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèþ öåíòðàëüíîé ñèñììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè
(
π
2
, 0
)
. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

óêàçàííîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ f(0) = f
(
π
2

)
= 0. Òàê êàê ýòîìó ñâîéñòâó

óäîâëåòâîðÿþò íå âñå ôóíêöèè èç C
[
0; π

2

]
. Äîêàçûâàåì íåïîëíîòó ñèñòåìû.

Âûáèðàåì f(x) = 1 íà
[
0; π

2

]
è èñïîëüçóåì ïðèåì èç ïðèìåðà 3.3 (äîêàçàòåëüñòâî

çàâåðøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ðàññóæäåíèå 2.

Â äàííîé çàäà÷å ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå ðàññóæäåíèå, âêëþ÷àþùåå

òîëüêî ðàâåíñòâî íóëþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñèíóñàì ÷åòíîãî

àðãóìåíòà â òî÷êå π
2
(ñì. ïðèìåð 3.7)(äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî). /
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Èññëåäîâàíèå íà ïîëíîòó ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ îäíî÷ëåíîâ

ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ ïî

ðàâíîìåðíîé íîðìå ÿâëÿþòñÿ:

- âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (ñì. íèæå);

- äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå

÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà) íà îòðåçêå âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Ìàêëîðåíà ñ ðàäèóñîì

ñõîäèìîñòè R. Äîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a; b] ⊂ (−R;R), ôóíêöèþ f

ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ íàïåðåä çàäàííîé

òî÷íîñòüþ ε.

. Òàê êàê ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå

âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, òî ôóíêöèþ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ñ íàïåðåä

çàäàííîé òî÷íîñòüþ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ìàêëîðåíà. /

Ïðèìåíåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ôîðìóëîé Òåéëîðà, êàê ìåòîäà îáîñíîâàíèÿ

ïîëíîòû ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ îäíî÷ëåíîâ ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå, îãðàíè÷åíî

áîëüøèìè òðåáîâàíèÿìè ê ðàññìàòðèâàåìûì ôóíêöèÿì:

- ðÿä Òåéëîðà ìîæíî çàïèñàòü òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè;

- ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ðÿä Òåéëîðà

(Ìàêëîðåíà) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íå ê ñâîåé ôóíêöèè âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè,

íàïðèìåð, f(x) = exp{− 1
x2
} ïðè x 6= 0 è f(0) = 0;

- îòðåçîê, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ, äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè

èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Ïîýòîìó ïðèáëèæåíèå ñèñòåìîé {xk}+∞k=0 è åå ïîäñèñòåìàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, íå ñ ïîìîùüþ òåîðèè ðÿäîâ Òåéëîðà, à ñ èñïîëüçîâàíèåì Âòîðîé òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà.
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Òåîðåìà 3.4. (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b].

Òîãäà ∀ε > 0 íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pn(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, ðàâíîìåðíî

ïðèáëèæàþùèé ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a; b] ñ òî÷íîñòüþ ε, òî åñòü

max
x∈[a;b]

|f(x)− Pn(x)| < ε.

. Çàôèêñèðóåì ε > 0.

×òîáû ïðèìåíèòü ïåðâóþ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà íàì íóæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ

F (t) íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå [−π; π], òàêóþ ÷òî F (−π) = F (π). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ôóíêöèè F (x) âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé x = a + b−a
π
t; 0 > t > π, a > x > b.

Ôóíêöèþ F (t) = f
(
a+ b−a

π
t
)
ïðîäîëæèì ÷åòíûì îáðàçîì íà îòðåçîê [−π; 0].

Ôóíêöèÿ F (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïåðâîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, òîãäà

íàéäåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tm(t), ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàþùèé

ôóíêöèþ F (t) íà îòðåçêå [−π; π] ñ òî÷íîñòüþ ε
2
:

maxt∈[−π;π] |F (t)− Tm(t)| < ε
2
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tm(t) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âèäà cos kt, sin kt, ïðåäñòàâèìûõ ðÿäîì Ìàêëîðåíà ñ

ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ Tm(t) ìîæíî ðàâíîìåðíî

ïðèáëèçèòü íà îòðåçêå [−π; π] ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè åå ðÿäà Ìàêëîðåíà Qn(t) ñ

òî÷íîñòüþ ε
2
. Òîãäà,

max
t∈[−π;π]

|F (t)−Qn(t)| 6 max
t∈[−π;π]

|F (t)− Tm(t)|+ max
t∈[−π;π]

|Tm(t)−Qn(t)| <

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Îïðåäåëèâ ìíîãî÷ëåí Pn(x) = Qn

(
π
b−a(x− a)

)
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé çàìåíû

ïåðåìåííîé, çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. /

Òåîðåìà 3.5.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {xk}+∞k=0 ïîëíà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå C [a; b].

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì âòîðîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïîëíîé ñèñòåìû è ïðèåì äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïðèìåð 3.7. Èññëåäîâàòü íà ïîëíîòó ñèñòåìó {xn}+∞n=1 â ïðîñòðàíñòâå C [−1; 1].

. Îñíîâíûì îòëè÷èåì îò ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ

ñèñòåìà íå âêëþ÷àåò êîíñòàíòû.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû ðàâíû íóëþ ïðè x = 0. Ïîêàæåì, ÷òî

âûïîëíåíî îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû, à èìåííî ∃f(x) ≡ 1 �

íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−1; 1] è ∃ε = 1
2
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû lm(x) :

‖f − lm‖C[−1;1] = max
x∈[−1;1]

|f(x)− lm(x)| > |f(0)− lm(0)| = 1− 0 = 1 > ε =
1

2
.

/

Èññëåäîâàíèå ïîëíîòû ñèñòåì

â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè íîðìàìè ‖ ‖L1[a;b] è ‖ ‖L2[a;b].

Ëåììà 3.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â C∗ [−π; π] ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

RL2 [−π; π].

. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â C∗ [−π; π] ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Â ñèëó

íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ‖f‖L2[a;b] 6
√
b− a‖f‖C[−π;π] ñèñòåìà ïîëíà â C∗ [−π; π] ïî

íîðìå ‖ ‖L2[a;b]./

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 3.2. Ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà [a; b] ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå RL2 [a; b] îòíîñèòåëüíî íîðìû RL2 [a; b].

Ëåììà 3.3. Ìíîæåñòâî C∗ [a; b] ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî íîðìû RL2 [a; b].

Èñïîëüçóÿ äâå ïðèâåäåííûå ëåììû ïîêàæåì ïðèåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.6.
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Òåîðåìà 3.6.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå RL2 [−π; π].

. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå f ∈ RL2 [−π; π] è ε > 0.

Ïî ëåììå 3.2 êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî íîðìå

‖ ‖L2[a;b] êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèé fε: ‖f − fε‖L2[a;b] <
ε
3
.

Êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ëåììå 3.3 ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî íîðìå

‖ ‖L2[a;b] ôóíêöèåé gε èç C
∗ [−π; π]: ‖fε − gε‖L2[a;b] <

ε
3
.

Ïî òåîðåìå 3.3 òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â C∗ [−π; π] ïî ðàâíîìåðíîé

íîðìå, òî åñòü äëÿ ôóíêöèè gε ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åå

ïðèáëèæàþùèé ïî íîðìå ‖ ‖C[−π;π]. Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì: ‖gε −

Tn‖L2[a;b] 6
√
2π‖gε − Tn‖C[−π;π] <

ε
3
. Èòàê,

‖f − Tn‖L2[a;b] 6 ‖f − fε‖L2[a;b] + ‖fε − gε‖L2[a;b] + ‖gε − Tn‖L2[a;b] 6 ε.

/

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ïîëíîòå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

îäíî÷ëåíîâ â RL2[−π; π].

Òåîðåìà 3.7.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà {xk}+∞k=0 ïîëíà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

RL2[−π; π].

Â ïàðàãðàôå ïîêàçàíû îñíîâíûå ïðèåìû èññëåäîâàíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû

(íåïîëíîòû) ñèñòåì. Âñå ïðèåìû òðåáóþò îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ öåëåñîîáðàíî èñïîëüçîâàíèå òåîðåì, îòâå÷àþùèõ

óñëîâèÿì êîíêðåòíîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−π; π] äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà ïîëíîòó

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

òåîðåìîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå. Âûøå áûë ðàññìîòðåí ÷àñòíûé

ïðèåì èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (ñì. ïðèìåð 3.6). È ò.ä.
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Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ðÿäû Ôóðüå ïî íèì.

Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.

Ïóñòü H - ïðîèçâîëüíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ).

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,òî ðàññìàòðèâàåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà:

∀x ∈ H ‖x‖ =
√

(x, x).

Âåêòîðû f è g åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (f, g) = 0.

Òåîðåìà 4.1.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x; y) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ x è y îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû.

. Ïóñòü ‖x − x0‖ < δ < 1, ‖y − y0‖ < δ < 1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà è Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

|(x, y)− (x0, y0)| 6 |(x− x0, y)|+ |(x0, y − y0)| 6

6 ‖x− x0‖ · ‖y‖+ ‖x0‖ · ‖y − y0‖ 6

6 δ (‖y0‖+ δ) + ‖x0‖δ 6 δ (‖x0‖+ ‖y0‖+ 1) .

/

Èç òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè ñëåäóþò, íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà ïîä çíàêîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïî÷ëåííîãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ

ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû:

1. Ïóñòü ïðè k → +∞ xk → x ⇒ (xk, a)→ (x, a);

2. åñëè
∑+∞

k=1 xk = x ⇒
∑+∞

k=1(xk, a) = (x, a).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ {ej}+∞j=1

ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé,

∀j, k ∈ N, j 6= k ↪→ (ej, ek) = 0.

Åñëè ïðè ýòîì ∀j ∈ N (ej, ej) = 1, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü ñèñòåìà {ej}+∞j=1 ïðîñòðàíñòâà H îðòîãîíàëüíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f ∈ H:

÷èñëà αk =
(f, ek)

(ek, ek)
íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå,

ðÿä
+∞∑
k=1

αkek ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f .

Òåîðåìà 4.2. (Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.)

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ej}+∞j=1

è ýëåìåíò f ∈ H. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî n ∈ N. Òîãäà ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ e1, . . . , en ñóììà Ôóðüå sn =
∑n

k=1 αkek ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì

ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà f â ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû ïðîñòðàíñòâà H, ò.å.

min
β1,...,βn∈R

∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

βkek

∥∥∥∥∥ = ‖f − sn‖.

Çàìå÷àíèå. (Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìèíèìàëüííîãî ñâîéñòâà

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.) sn ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà f íà

ïîäïðîñòðàíñòâî L(e1, . . . , en), ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ e1, . . . , en.

Òåîðåìà 4.2 óòâåðæäàåò, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ sn ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì

ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà f ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ L(e1, . . . , en).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò f íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà H

ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñèñòåìå {ek}+∞k=1 ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà H, åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}+∞k=1 òàêàÿ, ÷òî ðÿä
∑+∞

k=1 αkek ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó

f ïî åâêëèäîâîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà H:∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥→ 0, n→ +∞.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü:
+∞∑
k=1

αkek = f .
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Ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå.

Òåîðåìà 4.3.

Ïóñòü ýëåìåíò f ∈ H ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îðòîãîíàëüíîé â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñèñòåìå {ek}+∞k=1: f =
+∞∑
k=1

αkek. Òîãäà êîýôôèöèåíû αk ÿâëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå f : αk =
(f,ek)
(ek,ek)

.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìîòðèì àíàëîã òåîðåìû Ïèôàãîðà:

Òåîðåìà 4.4.

Äëÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ek}+∞k=1 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà H è äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f‖2 = ‖f − sn‖2 +
n∑
k=1

α2‖ek‖2.

Óêàçàííîå â òåîðåìå 4.4 ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðåìó Ïèôàãîðà

â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ êàòåòàìè sn è f − sn è ãèïîòåíóçîé f .

Òåîðåìà 4.5.

Äëÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ek}+∞k=1 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà H è äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:

+∞∑
k=1

α2
k‖ek‖2 6 ‖f‖2.

Òåîðåìà 4.6.

Äëÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ek}+∞k=1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ñèñòåìà {ek}+∞k=1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H;

2. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H ðÿä Ôóðüå ýòîãî ýëåìåíòà ïî ñèñòåìå {ek}+∞k=1

ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó f â ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû ïðîñòðàíñòâà H;

3. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:
+∞∑
k=1

α2
k‖ek‖2 = ‖f‖2.
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Â ÷àñòíîñòè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â

ïðîñòðàíñòâå RL2 [−π; π] èìååò âèä:∫ π

−π
f 2(x)dx = π

(
a20
2

+
∞∑
k=1

(
a2k + b2k

))
,

ãäå a0, a1, b1, . . . - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî åâêëèäîâîé

íîðìå ïðîñòðàíñòâà ðÿäîâ Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Ïðèâåäåì òåîðåìó

äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Òåîðåìà 4.7. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ïî

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−π; π] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(−π) = f(π). Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà [−π; π]. Òîãäà ðÿä

Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

. Ïóñòü ak, bk êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x), à a′k, b
′
k - êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå ôóíêöèè f ′(x) ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Èç òåîðåìû î ïî÷ëåííîì

äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå14, ñëåäóåò, ÷òî |a′k| = k|bk|, |b′k| = k|ak|. Ôóíêöèÿ

f ′(x) ∈ RL2 [−π; π], ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.6 äëÿ íåå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ, òî åñòü ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

k=1

(
(a′k)

2 + (b′k)
2) = ∑∞k=1 k

2 (a2k + b2k). Ïðèìåíÿÿ

íåðàâåíñòâî xy 6 1
2
(x2 + y2) äëÿ x = k|ak|, y = 1

k
ïîëó÷èì |ak| 6 1

2

(
k2a2k +

1
k2

)
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó |bk| 6 1
2

(
k2b2k +

1
k2

)
.

Èòàê, |ak|+ |bk| 6 1
2
k2 (a2k + b2k) +

1
k2
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∑∞

k=1 k
2 (a2k + b2k) è

∑∞
k=1

1
k2

ïî

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà
∑∞

k=1 (|ak|+ |bk|). Îòêóäà ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå íà R. /

14Ñì. êîììåíòàðèé 5.
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Ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 4.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

1

2
, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . .

îðòîãîíàëüíà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) =
∫ π
−π f(x)g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé.

Ïðèìåð 4.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé {eitn}+∞n=−∞
îðòîãîíàëüíà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) =

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx.

Ïðèìåð 4.3. Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Ln(x))+∞n=0, ãäå L0(x) = 1, Ln(x) =

1
2nn!

dn(x2−1)
2

dxn
, n ∈ N îðòîãîíàëüíà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) =∫ 1

−1 f(x)g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Ln ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó

Qm ñòåïåíè m < n îñóùåñòâëÿåòñÿ m êðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

Íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî (x2 − 1)
(k)

ïðè 0 6 k 6 n− 1 îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ ±1.

Àíàëîãè÷íî, èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìîæíî âû÷èñëèòü , ÷òî ‖Ln‖ =
√

2
2n+1

.

Ïðèìåíåíèå îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé â ðåøåíèè çàäà÷.

Ëåììà 4.1 Ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè íå âûøå n − 1. Òàê êàê ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n − 1 ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé n ôóíêöèé 1, x, . . . , xn−1, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íå

ïðåâîñõîäèò n.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà ñîñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà îòðåçêå

[−1; 1], òî ëþáîé èõ êîíå÷íûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî

En ñîäåðæèò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ L0(x), . . . , Ln−1(x), òî ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà En ðàâíà n, à ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà L0(x), . . . , Ln−1(x)
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ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà En. Ïîýòîìó ëþáîé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1 ïðåäñòàâèì êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

L0(x), . . . , Ln−1(x). /

Òåîðåìà 4.8.

Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ C [a; b] è RL2 [a; b]. Ðÿä

Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f ∈ RL2 [−1; 1] ïî ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ñõîäèòñÿ ê

ôóíêöèè f â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî.

. Òàê êàê ñèñòåìà {xk}+∞k=0 ïîëíà â C [a; b] è ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ïðåäñòàâèì ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà, òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ

Ëåæàíäðà ïîëíà â C [a; b].

Àíàëîãè÷íî, ïî òåîðåìå 3.7 î ïîëíîòå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

{xk}+∞k=0 â ïðîñòðàíñòâå RL2 [a; b] è ëåììå 4.1, äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà ìíîãî÷ëåíîâ

Ëåæàíäðà â ïðîñòðàíñòâå RL2 [a; b].

Òàê êàê ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíà è ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå

RL2 [a; b], òî ïî òåîðåìå 4.6 ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå: ðÿä Ôóðüå ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ RL2 [−1; 1] ïî ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî. /

Ïðèìåð 4.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èìåþò îäèíàêîâûå

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå íà îòðåçêå [−π; π], òî ýòè

ôóíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíû íà [−π; π].

. Òàê êàê ôóíêöèè íåïðåðûâíûå, ðàññìîòðèì èõ êàê ýëåìåíòû CL2 [−π; π].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè îáîçíà÷èì f è g,

òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ êðàòêîñòè - {ej}+∞j=1, îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå ôóíêöèé f è g: αk = (f, ek) = (g, ek). Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó

îðòîíîðìèðîâàííîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â CL2 [−π; π], ïðè ëþáîì

k (ek, ek) = 1.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f − g:

â ñèëó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f − g, ek) = (f, ek)− (g, ek) = 0.

Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â RL2 [−π; π] ( òåîðåìà 3.6), à

ñëåäîâàòåëüíî, è â åãî ïîäïðîñòðàíñòâå CL2 [−π; π], ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî
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Ïàðñåâàëÿ (òåîðåìà 4.6). Òàê êàê êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f − g ðàâíû íóëþ,

òî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðèìåò âèä: ‖f − g‖L2[a;b] = 0. Èç àêñèîìû 4 íîðìû ñëåäóåò

ñîâïàäåíèå ôóíêöèé íà îòðåçêå [π; π], à, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, íà R./

Ïðèìåð 4.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−π; π] è èìååò

ïðîèçâîäíóþ, êâàäðàò êîòîðîé èíòåãðèðóåì íà ýòîì îòðåçêå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè∫ π
−π f(x)dx = 0, òî ∫ π

−π
(f(x))2 dx 6

∫ π

−π
(f ′(x))

2
dx. (7)

. Çàìåòèì, ÷òî, a0 =
∫ π
−π f(x)dx = 0. Çíà÷èò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå èìååò âèä∑∞

k=1 ak cos kx+ bk sin kx.

Ïî òåîðåìå î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå15 f ′(x) ∼∑∞
k=1−kak sin kx + kbk cos kx. Äëÿ ëþáîãî k ∈ N âûïîëåíû íåðàâåíñòâà a2k 6 k2a2k è

b2k 6 k2b2k.

Òàê êàê ôóíêöèè f è f ′ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû, òî èç ðàâåíñòâ Ïàðñåâàëÿ:

1

π

∫ π

−π
(f(x))2 dx =

∞∑
k=1

a2k + b2k

1

π

∫ π

−π
(f ′(x))

2
dx =

∞∑
k=1

k2a2k + k2b2k

è óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (7)./

Ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäîì Ôóðüå ïî òðèíîãîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå èëè

åå ïîäñèñòåìå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ

ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ.

Ïðèìåð 4.6. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = π−x
2

ïðè x ∈ [0; 2π] â ðÿä

Ôóðüå, íàéòè ñóììó ðÿäà
∑∞

n=1
1
n2 .

. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f äî ôóíêöèè f̂ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π. Çàìåòèì,

÷òî f̂ ∈ CL2 [−π; π]. Ïîýòîìó äëÿ ðÿäà Ôóðüå ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñèñòåìå

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. f̂ ∼
∑∞

n=1
sinnx
n

(êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âû÷èñëèòü

ñàìîñòîÿòåëüíî). Òîãäà

∞∑
n=1

1

n2
=

1

π

∫ π

−π
f̂ 2dx =

1

π

∫ π

0

(
π − x
2

)2

dx =
π2

6
.
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Äîïîëíåíèå ê êîíñïåêòó.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïî íîðìå. Íà ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

‖ ‖∼(n−1) : Rn → [0; +∞) ,

îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

‖x‖∼(n−1) =

√√√√n−1∑
i=1

x2i .

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíåíû àêñèîìû 1-3 íîðìû, íî íå âûïîëíåíà àêñèîìà 4:

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Rn âèäà x = (0, . . . , 0, p)

‖x‖∼(n−1) =

√√√√n−1∑
i=1

02 = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû x, y ∈ Rn ýêâèâàëåíòíû ïî íîðìå ‖ ‖∼(n−1), åñëè

‖x− y‖∼(n−1) = 0.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Rn ðàñïàäàþòñÿ íà

íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè:

â äàííîì ñëó÷àå â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò âñå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà

Rn ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè xk, k = 1, . . . , n− 1.

Äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ââåäåì ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å.

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

Óìíîæåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íà ÷èñëî: âûáèðàåì ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ,

óìíîæàåì åãî íà ÷èñëî (ïî êîîðäèíàòíî). Ïîëó÷åííûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò

êîíêðåòíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàê êàê ó âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé îäíîãî êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò ïåðâûå n − 1 êîîðäèíàòû, òî ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå

óìíîæåíèÿ íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ýëåìåíòû, î÷åâèäíî, òàêæå ïðèíàäëåæàò

îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íà ÷èñëî.

Ñëîæåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðîâåðêà

âûïîëíåíèÿ àêñèîì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Â ïîëó÷åííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèÿ ‖ ‖∼(n−1)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íîðìîé.
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Åùå îäíèì õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìåðîì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà,

ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

ñâîáîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñ íîðìîé, ðàâíîé äëèíå âåêòîðà.

Â äàííîì ñëó÷àå, ìû îòîæäåñòâëÿåì (îïðåäåëÿåì, êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè)

ìíîæåñòâî ¾ðàâíûõ¿ âåêòîðîâ, òî åñòü ñîíàïðàâëåííûõ è ðàâíûõ ïî äëèííå.
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Êîììåíòàðèè.

Êîììåíòàðèé 1. Îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ

òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà c ∈ R íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íåñîáñîâåííîãî èíòåãðàëà∫ b
a
f(x)dx, åñëè a 6 c 6 b è ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c.

Äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âèäà
∫ b
−∞ f(x)dx è

∫ +∞
a

f(x)dx ñèìâîëû ±∞ âñåãäà

ñ÷èòàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (a; b) çàäàíà

ôóíêöèÿ f(x), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê {xi}Ii=1: a = x0 < x1 < . . . < xI = b. Ïóñòü

ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå (èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó)íà ëþáîì

îòðåçêå [α; β] ⊂ (a; b), íå ñîäåðæàùåì òî÷åê xi. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

òî÷êè ξi ∈ (xi−1;xi), i = 1 . . . , I.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ñõîäèòñÿ, åñëè âñå

íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ îäíîé îñîáåííîñòüþ
∫ ξi
xi−1

f(x)dx è
∫ xi
ξi
f(x)dx ñõîäÿòñÿ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ñõîäèòñÿ, òî åãî çíà÷åíèå îïðåäåëèì êàê ñóììó

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ îäíîé îñîáîåííîñòüþ:

∫ b

a

f(x)dx =
I∑
i=1

(∫ ξi

xi−1

f(x)dx+

∫ xi

ξi

f(x)dx

)
.

Èç ñëåäóþùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü è çíà÷åíèå èíòåãðàëà
∫ b
a
f(x)dx íå

çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê ξi:

Ëåììà (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè.) Ïóñòü çàäàíû a, a1 ∈ R è b ∈ R∪{+∞}, a < a1 <

b. Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a; b) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x), èíòåãðèðóåìàÿ â ñîáñòâåííîì

ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå [a; a′] ⊂ [a; b). Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
∫ b
a
f(x)dx è∫ b

a1
f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. È, åñëè ñõîäÿòñÿ, òî ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà:

∫ b

a

f(x)dx =

∫ a1

a

f(x)dx+

∫ b

a1

f(x)dx

.
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Êîììåíòàðèé 2.

Òåîðåìà (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∀ε > 0∃n ∈ N : ∀n > N ∀p ∈ N ∀x ∈ E ↪→ |fn(x)− fn+p(x)| 6 ε.

Êîììåíòàðèé 3. Òåîðåìà (Î íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}+∞n=1 íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèé

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà

íà ìíîæåñòâå E.

Êîììåíòàðèé 4.

Ðÿäîì Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x)

íàçûâàåòñÿ ðÿä

a0
2

+
+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ãäå

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx, k = 1, 2, . . .

Òîãäà ñóììàìè Ôóðüå íàçûâàþòñÿ ñóììû:

S0(x) =
a0
2
;

Sn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, n ∈ N.
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Êîììåíòàðèé 5.

Òåîðåìà (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, à åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [−π; π] è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−π) = f(π).

Òîãäà ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ′(x) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìàëüíûì ïî÷ëåííûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x).
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