
Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

è îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå.

Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè îíà

èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáåííîñòåé íà èíòåðâàëå (a; b) è íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ðÿäà Ôóðüå è îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå

ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå (−π; π).

Ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå{
1

2
, cos kx, sin kx

}+∞

k=1

èìååò âèä:

f(x) ∼ a0
2

+
+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ,

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå {a0, ak, bk}+∞k=1 çàäàíû ôîðìóëàìè:

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx, k = 1, 2, . . . .

Îñòàòîê ðÿäà Ôóðüå èìååò âèä:

rn(x) =
+∞∑

k=n+1

(ak cos kx+ bk sin kx) .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå

[a; b], åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]

{xi}Ii=0 : a = x0 < x1 < . . . < xI = b,

òàêîå, ÷òî â ëþáîé òî÷êå îòðåçêà [a; b], êðîìå òî÷åê xi, ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà, à â òî÷êàõ xi ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

f(xi + 0), i = 0, . . . , I − 1

è

f(xi − 0), i = 1, . . . , I.

Â òî÷êàõ xi ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà.

Åñëè ôóíêöèÿ f è åå ïðîèçâîäíàÿ f ′ êóñî÷íî-íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b],

òî â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè f ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, íî ñóùåñòâóþò

îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, ðàâíûå îäíîñòîðîííèì ïðåäåëàì ïðîèçâîäíîé.

Çàìåòèì, ÷òî êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííà íà

íåì, òàê êàê ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà, íà êàæäîì ïîäîòðåçêå

êîòîðîãî ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåïðåðûâíîé â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ

îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà êàæäîì ïîäîòðåçêå

ðàçáèåíèÿ, à çíà÷èò è íà [a; b].
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Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) è åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êóñî÷íî- íåïðåðûâíû íà

îòðåçêå [−π; π]. Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

ak = O

(
1

k

)
, bk = O

(
1

k

)
,

ò.å.

∃C ∈ R : ∀k ∈ N ↪→ |ak| 6
C

k
, |bk| 6

C

k
.

. Ïîñêîëüêó èç êóñî÷íîé-íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f è f ′ ñëåäóåò èõ

îãðàíè÷åííîñòü, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà C0, C1 ∈ R òàêèå, ÷òî

∀x ∈ [−π; π] ↪→ |f(x)| 6 C0, |f ′(x)| 6 C1.

Ïóñòü x0, . . . , xI (−π = x0 < x1 < . . . < xI = π) � òî÷êè ðàçðûâîâ ôóíêöèè f .

Òîãäà

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx = − 1

πk

I∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x)d cos kx =

= − 1

πk

I∑
i=1

(
f(x) cos kx|x=xi−0x=xi−1+0 −

∫ xi

xi−1

f ′(x) cos kxdx

)
.

Îöåíèì ñóììó âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

|f(x)| 6 C0 è ïåðåãðóïïèðóåì ñóììó ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè cos kx:

∣∣∣∣∣
I∑
i=1

f(x) cos kx|x=xi−0x=xi−1+0

∣∣∣∣∣ 6 C0

∣∣∣∣∣
I∑
i=1

cos kx|x=xix=xi−1

∣∣∣∣∣ = C0| cos kxI − cos kx0| 6 2C0.

Îöåíèì ñóììó èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ, äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè |f ′(x)| 6

C1 è | cos kx| 6 1 :

∣∣∣∣∣
I∑
i=1

∫ xi

xi−1

f ′(x) cos kxdx

∣∣∣∣∣ 6 C1

∣∣∣∣∫ π

−π
cos kxdx

∣∣∣∣ 6 C1

∫ π

−π
dx 6 2πC1.

Â èòîãå, èìååì îöåíêó |bk| 6 2C0+2πC1

πk
, òî åñòü bk = O

(
1
k

)
.

Îöåíêà ak = O
(
1
k

)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî./
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Òåîðåìà 1. (Î ïîðÿäêå óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) è åå ïðîèçâîäíûå äî q−1 ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû

íà îòðåçêå [−π; π] è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì f (p)(−π) = f (p)(π) ïðè p = 0, 1, . . . , q−1.

Ïóñòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ïîðÿäêà q è q + 1 êóñî÷íî-íåïðåðûâíû íà [−π; π].

Òîãäà,

1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f :

|ak|+ |bk| = O

(
1

kq+1

)
; (1)

2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå rn(x) =∑∞
k=n+1 ak cos kx+ bk sin kx:

sup
x∈[−π;π]

|rn(x)| = O

(
1

kq

)
.

3) Åñëè ôóíêöèÿ f (q)(x) èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈

[−π; π]
(
f (q)(x0 − 0) 6= f (q)(x0 + 0)

)
, òî îöåíêà (1) íåóëó÷øàåìà â òîì ñìûñëå, ÷òî

∀ε > 0 ↪→ |ak|+ |bk| 6= O

(
1

kq+1+ε

)
.

. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì òîëüêî äëÿ ïóíêòà 1.

1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç a
(p)
k , b

(p)
k êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f (p)(x).

Ïðèìåíèì òåîðåìó ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå:

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, à åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà

íà îòðåçêå [−π; π] è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−π) = f(π). Òîãäà ðÿä Ôóðüå

ôóíêöèè f ′(x) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìàëüíûì ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà

Ôóðüå ôóíêöèè f(x).

Èç òåîðåìû î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå èìååì:

a
(p)
k = −1

k
b
(p+1)
k , b

(p)
k =

1

k
a
(p+1)
k

ïðè p = 0, 1, . . . , q − 1, ñëåäîâàòåëüíî,

|ak|+ |bk| =
1

kq

(
|a(p)k |+ |b

(p)
k |
)
. (2)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê ôóíêöèè f (q)(x), ïîëó÷èì îöåíêè a
(p)
k = O

(
1
k

)
, b

(p)
k = O

(
1
k

)
âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2), ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó (1). /
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Çàìå÷àíèå î ïðèïîìèíàíèè òåîðåìû.

Äëÿ ïðèïîìèíàíèÿ óñëîâèÿ òåîðåìû óäîáíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå

èäåè:

1) Â ëåììå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé, ïðè ýòîì ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

íàèìåíüøèé âîçìîæíûé, òî åñòü ïåðâûé: 1
k
. Ïðèïîìèíàåì, ÷òî ïîðÿäîê óáûâàíèÿ íà

åäèíèöó áîëüøå ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ îêàçàëàñü íå íåïðåðûâíîé, à êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé.

2) âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîíêðåòíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð, f(x) = sign x

ïðè x ∈ [−π; π]. Ïîëó÷èì bk = 4
π

1
2k−1 . Òî åñòü, êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ

êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé èìååò îöåíêó: bk = O
(
1
k

)
.
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ¾Îöåíèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è

îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè¿ :

Óêàçûâàåì íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ äî q − 1 ïîðÿäêà (åñëè åñòü) è òî÷êè

ðàçðûâà ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà q è q + 1, ðàññìàòðèâàåì, â òîì ÷èñëå, îäíîñòðîííèå

ïðåäåëû è ïðîèçâîäíûå íà êîíöàõ îòðåçêà [−π; π] (ñ îáîñíîâàíèåì). Ñî ññûëêîé íà

òåîðåìó ïðèâîäèì îòâåò.

Áîëåå ïîäðîáíî ñì. êîììåíòàðèé â êîíöå ïîñîáèÿ.

Ïðèìåð 1. Îöåíèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è îñòàòêà ðÿäà

Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = x4, çàäàííîé íà îòðåçêå [−π; π].

. Â äàííîì ñëó÷àå f(x) íåïðåðûâíà íà [−π; π] è f(−π) = f(π). Ïåðâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàâåíñòâà íà êîíöàõ: f ′(x) = 4x3, çíà÷èò

f ′(−π + 0) 6= f ′(π − 0). f ′(x) è f ′′(x) íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå (−π; π). Çíà÷èò,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ïðè q = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, äîñòàòî÷íî óêàçàòü ak = O
(

1
k2

)
è sup |rn(x)| =

O
(
1
n

)
. /
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Ïðèìåð 2. Îöåíèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è îñòàòêà ðÿäà

Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = |x| (x2 − π2)
2
, çàäàííîé íà îòðåçêå [−π; π].

. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ

èíòåðâàëà (−π; π), êðîìå òî÷êè x = 0.

f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−π; π] è f(π) = f(−π).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû íàéäåì íàèìåíüøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé,

ðàçðûâíîé â òî÷êå x = 0 èëè, äëÿ êîòîðîé f ′(−π + 0) 6= f ′(π − 0).

Íàéäåì f ′(x) è f ′′(x).

f ′(x) =
(
x2 − π2

)2
signx+ 4x2

(
x2 − π2

)
signx, ïðè x 6= 0.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü âèä ìíîãî÷ëåíà, óìíîæåííîãî íà ôóíêöèþ

signx:

f ′′(x) =
(
12x

(
x2 − π2

)
+ 8x3

)
signx, ïðè x 6= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî f ′(−π + 0) = f ′(π − 0) = 0.

Íî, f ′(0 + 0) = π4 6= f ′(0− 0) = −π4.

Îäíîñòðîííèå ïðåäåëû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ x = 0, x = −π, x = π

ñóùåñòâóþò.

Çíà÷èò, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðè q = 1.

Òîãäà,ak = O
(

1
k2

)
è sup |rn(x)| = O

(
1
n

)
.

/
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Êîììåíòàðèé

Íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü:

1) ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê;

2) äëÿ äâóõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê

ðàçðûâà.

Âûäåëÿåì ¾îñîáûå¿ òî÷êè, â êîòîðûõ íå ïðèìåíèìû ïðàâèëà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî,

ñëîæíîé ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé).

Â ¾íåîñîáûõ¿ òî÷êàõ ññûëàåìñÿ íà óêàçàííûå âûøå ïðàâèëà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Â ¾îñîáûõ¿ òî÷êàõ, êàê ïðàâèëî, óäîáíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

(ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî):

Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è

äèôôåðåíöèðóåìà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïðîèçâîäíûõ h′(x0+0) = limx→x0+0 h
′(x) è h′(x0−0) =

limx→x0−0 h
′(x) è îíè ðàâíû: h′(x0 + 0) = h′(x0 − 0).

Òîãäà ôóíêöèÿ h(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è åå ïðîèçâîäíàÿ h′(x)

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Óòâåðæäåíèå ïðèìåíÿåì äëÿ âû÷èñëåííûõ ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäíûì (ñì. ïðèìåð 2).

Äëÿ äâóõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî h′(x0 + 0) 6= h′(x0 − 0)

â ¾îñîáûõ¿ òî÷êàõ.
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