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Óâàæàåìûé ó÷àñòíèê ëåòíåé øêîëû ¾Ôèçòåõ.ÑÍÃ¿!

Ïðåïîäàâàòåëè è ñòóäåíòû ÌÔÒÈ ïîäãîòîâèëè äëÿ Âàñ ñáîð-
íèê ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðåäñòîÿùèì
êîíêóðñàì è îëèìïèàäàì. Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð çàäà÷ è ìàòåðèàëîâ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè
ñîñòàâëåíèè ó÷åáíîé ïðîãðàììû ëåòíåé øêîëû. Â åãî îñíîâó ëåã-
ëè ñåìèíàðû, ëåêöèîííûå ìàòåðèàëû, êóðñû ïî âûáîðó, çàäàíèÿ
ðåãàòû è âñòóïèòåëüíîãî òåñòà. Êîëëåêòèâ ñîñòàâèòåëåé ñáîðíèêà
âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü âñåì ó÷àñòíèêàì ëåòíåé øêîëû. Áóäåì
ðàäû âèäåòü Âàñ â ÌÔÒÈ � âåäóùåì òåõíè÷åñêîì âóçå Ðîññèè
è ñòðàí ÑÍÃ.

Óäà÷è âî âñåõ íà÷èíàíèÿõ!

Èñêðåííå Âàøè,

¾Ôèçòåõ-Öåíòð¿, à òàêæå ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñîñòàâ Ëåòíåé
ÌåæäóíàðîäíîéØêîëû ¾Ôèçòåõ.ÑÍÃ¿: Áåëîâ À. À., Áåëüêîâ Ï. Ä.,
Áîãäàíîâ À. Ä., Áûõóí À. Â., Âîâ÷åíêî È. Â., Åëñóêîâ Â. Ì., Ëà-
öåðóñ Ê. Ô., Ìåëåíòüåâ À. Â., ÎêñàìûòíûéÞ. Â., Îñòàíèí Ï. À.,
Ñóøêî Â. À., Òàðàñåâè÷ Ì. À., ßãîäêèí Ä. È.
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Îëèìïèàäû

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå (9 êëàññ).

Ì1. Ðåøèòü óðàâíåíèå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x2 +
+2[x]+3 = 0, ãäå [·] � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè (íàèìåíüøåå
öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå àðãóìåíòà).

Ðåøåíèå. Äëÿ [·] ñïðàâåäëèâà îöåíêà: [x] > x−1. Äàëåå, x2+2[x]+
+3 > x2+2(x−1)+3 = (x+1)2. Çíà÷èò, åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé
êîðåíü � åäèíèöà. Ïðîâåðÿåì: (−1)2 − 2 + 3 = 2 6= 0, ⇒ x = 1 íå
ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ðåøåíèé íåò.

Ì2. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî
íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ÷ëåíà åå n-é ÷ëåí ðàâåí ðàçíîñòè (n− 1)-îãî
è (n− 2)-îãî. Äîêàçàòü, ÷òî îíà ïåðèîäè÷íà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âûïè-
øåì åùå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ: a, b, b − a, −a, −b, −b +
+ a, a, b, . . . . Ïåðâûå 2 ÷ëåíà ïîâòîðèëèñü. Çíà÷èò, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíî ïåðèîäè÷íà.

Ì3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + 8x = y2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Äîïîëíèì äî ïîëíîãî êâàäðàòà â ëåâîé ÷àñòè: (x+4)2 =
= y2 + 16. Äâà êâàäðàòà îòëè÷àþòñÿ íà 16. ßñíî, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êâàäðàòàìè íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâà-
åòñÿ, òàê êàê (x+ 1)2−x2 = 2x+ 1 íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò. Çíà÷èò,
íà÷èíàÿ ñ x0 òàêîãî, ÷òî 2x0 + 1 > 16, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ ñîñåäíèìè êâàäðàòàìè ïðåâûñèò 16. Ïðè x > x0 ðåøåíèÿ íå
áóäåò. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü x0 = 8. Îñòàëîñü ïå-
ðåáðàòü çíà÷åíèÿ x îò 1 äî 8: ïîäîéäåò òîëüêî x = 1. Çíà÷èò,
îòâåò � ïàðà (1, 3).

Ì4.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ áûë ñïðîåêòèðîâàí ðîáîò-
÷åðâü ñ ëåñòíè÷íûì òèïîì íåðâíîé ñèñòåìû. Â òàêîé íåðâíîé ñè-
ñòåìå ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò
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ãîëîâû ê õâîñòó è íà êàæäîé ¾ñòóïåíüêå ëåñòíèöû¿ ìîæåò ëèáî
ïðîäîëæèòü äâèæåíèå ê õâîñòó, ëèáî ïåðåéòè íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ñòîðîíó (ïî ïåðåìû÷êå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ) è ïðîäîëæèòü ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â íàïðàâëåíèè ê
õâîñòó.

Èìïóëüñ íå äâèæåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè òàêîé èìïóëüñ ìîæåò äîéòè îò ãîëîâû ÷åðâÿ äëèíû
L äî åãî õâîñòà, åñëè íà åäèíèöå äëèíû õâîñòà èìååòñÿ m ïåðå-
ìû÷åê. Ïðèìåð îäíîãî èç òàêèõ ñïîñîáîâ ñì. íà ðèñóíêå íèæå:

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ïåðåìû÷åê âî âñåì ÷åðâå: M = L · m. Íà
êàæäîé ñòóïåíüêå-ÿ÷åéêå ìîæíî âûáðàòü îäèí èç äâóõ âîçìîæ-
íûõ ïóòåé. Òàêîé âûáîð íóæíî îñóùåñòâëÿòü M ðàç. Çíà÷èò, îá-
ùåå ÷èñëî ïóòåé � 2M = 2Lm.

Çàìå÷àíèå. Îòâåò 2Lm+1 òàêæå çàñ÷èòûâàëñÿ çà ïðàâèëüíûé, åñ-
ëè â ðåøåíèè ó÷èòûâàëàñü ñàìàÿ ïåðâàÿ ïåðåìû÷êà.

Ì5. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AC âçÿòà òî÷êà Z. ×åðåç
íåå ïðîâåëè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ìåäèàíàì AP è CQ. Ýòè ïðÿ-
ìûå ïåðåñåêëè ñòîðîíû BC è AB ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ M è
N . Äîêàæèòå, ÷òî òðè ÷àñòè, íà êîòîðûå ìåäèàíû AP è CQ ðàç-
äåëèëè MN , ðàâíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü E è F � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêàMN ñ ìåäèà-
íàìè AP è BQ ñîîòâåòñòâåííî, à X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà
ZM ñ ìåäèàíîé CQ. Åñëè G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêà, òî GP = 1

3
AP , à òàê êàê ZM ‖ AP , òî XM = 1

3
ZM .

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ 4XMF è 4ZMN (XF ‖ ZN) ñëåäó-
åò, ÷òî MF = 1

3
MN . Àíàëîãè÷íî, NE = 1

3
MN .
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Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå (10 êëàññ).

Ì1. Ðåøèòå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë óðàâíåíèå x2−
− x+ 1 + arctg(x) = 0.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì g(x) = x2−x+1+arctg(x). Èññëåäóåì ôóíê-
öèþ f(x) = x2 − x + 1. Äèñêðèìèíàíò D = −3 < 0, ⇒ íóëåé íåò,
a > 0 ⇒ âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ. Çíà÷èò, f(x) > 0,
îòêóäà ïðè x > 0 ïîëó÷àåì g(x) > 0.
Äàëåå, f(x) > f(0) = 1 ïðè −π

4
< x < 0, òàê êàê âåðøèíà ïà-

ðàáîëû ðàñïîëîæåíà â ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè àáñöèññ. Êðîìå
òîãî, arctg(x) < −1 ïðè x < −π

4
. Íà ýòîì ó÷àñòêå êîðíåé òîæå

íåò.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x < −π

4
. Âîçüìåì x = −3

4
(ýòî ÷èñëî

íà îñè àáñöèññ ëåæèò ïðàâåå, ÷åì −π
4
): 2 <

(
−3

4

)2
+ 3

4
+ 1 = 37

16
<

< f(x). Íî arctg(x) > −π
2
> −2. Çíà÷èò, óðàâíåíèå âîîáùå íå

èìååò êîðíåé.

Ì2. Äîêàæèòå, ÷òî
√

2,
√

3 è
√

5 íå ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè îäíîé
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü r � ðàçíîñòü ïðîãðåñ-
ñèè. Òîãäà

√
3 =

√
2 + m · r è

√
5 =

√
2 + n · r, îòêóäà ïî-

ëó÷àåì

√
5−
√

2√
3−
√

2
=

n

m
= z � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáå ÷àñòè

âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíû, ïðèâåäåì åãî ê îáùåìó çíà-
ìåíàòåëþ, âîçâåäåì â êâàäðàò è ïðèâåäåì ïîäîáíûå. Ïîëó÷èì:
2(z2
√

6−
√

10) = a, a ∈ Q. Âîçâåäåì åùå ðàç â êâàäðàò: b·
√

60 = f ,
ãäå b è f ðàöèîíàëüíû, ⇒

√
60 ðàöèîíàëåí � ïðîòèâîðå÷èå.

Ì3. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè 4ABC îòðàçèëè ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí. Îáðàçû òî÷êè O ïðè ñèììåòðèè îò-
íîñèòåëüíî BC,AC,AB � òî÷êè A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Äî-
êàæèòå, ÷òî 4ABC = 4A1B1C1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü öåíòð îêðóæíîñòè � O. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèÿ
AB ∩ C1O = C2, A ∩ B1O = B2, BC ∩ A1O = A2. ßñíî, ÷òî ýòè

6



òî÷êè � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Îíè òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ A1O,B1O,C1O ïî îïðåäåëåíèþ îñåâîé

ñèììåòðèè. Òîãäà C2B2 ‖ BC ‖ C1B1 è C2B2 =
BC

2
=
B1C1

2
ïî

ñâîéñòâó ñðåäíåé ëèíèè. Àíàëîãè÷íî äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð ñòîðîí.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì.

Ì4. Íàéäèòå ñóììó 1 + q + 2q2 + 3q3 + . . . , åñëè 0 < q < 1.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ñóììà S = 1 + q + 2q2 + 3q3 + · · · .
Äîìíîæèì íà q: qS = q+ q2 + 2q3 + 3q4 + · · · . Âû÷òåì è ïðèáàâèì

q: S−qS+q = 1+q+q2 +q3 + · · · = 1

1− q
(áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ). Âûðàçèì ðåçóëüòàò: S =
1− q + q2

(1− q)2
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ñóììà S = 1 + q + 2q2 + 3q3 + · · · =
= (1 + q+ q2 + · · · ) + (q2 + q3 + · · · ) + (q3 + q4 + · · · ) + · · · . Âûíåñåì
èç êàæäîé ñêîáêè ïåðâîå ñëàãàåìîå â íåé: S = (1 + q+ q2 + · · · ) +
+ q2(1 + q + q2 + · · · ) + q3(1 + q + q2 + · · · ) + · · · = (1 + q + q2 +
+ · · · )(1 + q2 + q3 + · · · ). Â êàæäîé ñêîáêå îñòàëàñü îäíà è òà æå
áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Çàïèøåì åå
äëÿ óäîáñòâà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ:

S =

[
1

1− q

](
1

1− q
− q
)
.

Ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ðåøåíèÿ.

Ì5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà f(n), íå îá-
ðàùàþùóþñÿ â 0 íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Ïðî íåå èç-
âåñòíî, ÷òî f(n+2f(n)) = f(n). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòà ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò 1

2
, òî çíà÷åíèå 1

2

îíà ïðèíèìàòü óæå íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì n = k ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå 1

2
. Òîãäà f(k + 21

2
) = f(k + 1) = f(k) = 1

2
. Âñå ïîñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ ðàâíû 1
2
. Îäíàêî, åñëè ïðè íåêîòîðîì n = l áóäåò
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f(l+2f(l)) 6= 1
2
, òî ñ ïåðèîäîì 2f(l) 6= 1 ýòî çíà÷åíèå áóäåò ïîâòî-

ðÿòüñÿ (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî k èëè k
2
ïðè

íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k, èíà÷å àðãóìåíò íå áóäåò íàòóðàëüíûì
÷èñëîì). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìî-
ìåíòà âñå çíà÷åíèÿ ðàâíû 1

2
.

Îëèìïèàäà ïî ôèçèêå (9 êëàññ)

Ô1. Öåïü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå, ïîäêëþ÷åíà ê ñåòè ñ ïîñòî-
ÿííûì íàïðÿæåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òî ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà
ðåçèñòîðå ñ ñîïðîòèâëåíèåì R = 25 Îì, ðàâíà PR = 64 Âò. Íàé-
äèòå òîê, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç ðåçèñòîð ñ ñîïðîòèâëåíèåì 2R, è
ìîùíîñòü, âûäåëÿþùóþñÿ íà ðåçèñòîðå ñ ñîïðîòèâëåíèåì 4R.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîêè â öåïè òåêóò òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå.

Òàê êàê ðåçèñòîðû R è 2R ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî, òî U1 = U2

è I0 = I1 + I2. Ìû çíàåì, ÷òî PR = U1 · I1 = I21 · R, ⇒ I1 =
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=

√
PR

R
=

√
64

25
=

8

5
À. Èç U1 = U2 ïîëó÷àåì, ÷òî I1 · R = I2 · 2R,

⇒ I2 =
I1

2
=

4

5
À. Òîãäà I0 = I1 + I2 =

8

5
+

4

5
=

12

5
= 2,4 À.

Òàê êàê ðåçèñòîðû 3R è 4R ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî, òî U3 = U4 è

I0 = I3 +I4. Èç U3 = U4 ïîëó÷àåì, ÷òî I3 ·3R = I4 ·4R,⇒ I3 =
4

3
I4.

Òîãäà I0 = I3 + I4 =
4

3
I4 + I4 =

7

3
I4, ⇒ I4 =

3

7
I0 =

36

35
À. Çíà÷èò,

P4R = U4 · I4 = I24 · 4R =
362 · 4 · 25

352
≈ 105,8 Âò.

Ô2. Ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà ïàäàåò íà îñíîâàíèå êîíóñà, èç-
ãîòîâëåííîãî èç ìàòåðèàëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,4,
âäîëü åãî îñè. Íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ïó÷êà ñîâïàäàåò ñ îñíîâàíèåì
êîíóñà, ðàäèóñ êîòîðîãî R = 2 ñì. Âûñîòà êîíóñà H = 2

√
3 ñì.

Îïðåäåëèòå ïëîùàäü ñâåòëîãî ïÿòíà íà ýêðàíå, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì îñè êîíóñà è ðàñïîëîæåííîì íà ðàññòîÿíèè L = 2 ñì îò
âåðøèíû êîíóñà.

Ðåøåíèå. Óãîë ïàäåíèÿ íà ãðàíü êîíóñà ðà-

âåí 60◦, òàê êàê tgα =
R

H
=

2

2
√

3
=

1
√

3
.

Ýòîò óãîë áîëüøå óãëà ïîëíîãî âíóòðåííåãî

îòðàæåíèÿ: sin 60◦ =

√
3

2
≈ 0,87 >

1

n
≈ 0,71.

Çíà÷èò, âñå ëó÷è îòðàçÿòñÿ ïîëíîñòüþ. Òîãäà
îíè óïàäóò íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü ïîä
óãëîì 90◦, òî åñòü ïðîéäóò åå, íå ïðåëîìèâ-
øèñü. Íà ýêðàíå îáðàçóåòñÿ ñâåòëîå ïÿòíî â

âèäå êîëüöà, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîòîðîãî r1 = 2
√

3 ñì, à âíåø-

íèé � r2 = (AO + (AC − CB)) · ctgα =

(
2 + 2

√
3 −

2
√

3

)
·
√

3 =

= 2
√

3 + 6 − 2 = 4 + 2
√

3 ñì. Òîãäà ïëîùàäü ïÿòíà S =
= π(r22−r21) = π(r2−r1)(r2+r1) = π(4+2

√
3−2
√

3)(4+2
√

3+2
√

3) =
= 16π(1 +

√
3) ñì2.
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Ô3. Îäíîðîäíûé àëþìèíèåâûé øàðèê ñ âîçäóøíîé ïîëîñòüþ
ïëàâàåò â æèäêîñòè. Îáúåì ïîãðóæåííîé ÷àñòè øàðèêà â 1,5 ðàçà
áîëüøå îáúåìà íåïîãðóæåííîé ÷àñòè. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè â 1,2
ðàçà áîëüøå ïëîòíîñòè àëþìèíèÿ. Êàêóþ ÷àñòü îáúåìà øàðèêà
çàíèìàåò ïîëîñòü?
Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè ìîæíî èçìåíÿòü
òàê, ÷òîáû îíà â k ðàç îòëè÷àëàñü îò ïëîòíîñòè àëþìèíèÿ. Îïðå-
äåëèòå, ïðè êàêîì k øàðèê íà÷íåò òîíóòü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü V � îáú¼ì àëþìèíèÿ, à V0 � îáú¼ì ïîëîñòè, çíà-
÷èò, îáú¼ì âñåãî øàðèêà � V + V0. Ïëîòíîñòü àëþìèíèÿ îáîçíà-
÷èì ρ, òîãäà ïëîòíîñòü æèäêîñòè 1,2ρ. Îáú¼ì ïîãðóæåííîé ÷àñòè

íàéä¼ì èç óñëîâèÿ:
Vïîã

V + V0 − Vïîã
= 1,5, ⇒ Vïîã =

3

4

(
V + V0

)
. Çà-

ïèøåì ïåðâîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà øàðèê, ðàâíà ~0) â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ

îñü: 1,2ρgVïîã − ρgV = 0, ⇒ 1,2Vïîã = V , ⇒
6

5
·

3

4

(
V + V0

)
= V ,

⇒ V = 9V0. Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî α =
V0

V + V0
=

V0

9V0 + V0
=

1

10
.

Ïëîòíîñòü àëþìèíèÿ îáîçíà÷èì ρ, òîãäà ïëîòíîñòü æèäêîñòè kρ.
Â ìîìåíò, êîãäà øàðèê íà÷èíàåò òîíóòü, îáú¼ì ïîãðóæåííîé ÷à-
ñòè ðàâåí îáú¼ìó âñåãî øàðèêà: Vïîã = V + V0. Øàðèê íà÷íåò
òîíóòü, åñëè ñèëà Àðõèìåäà íå áóäåò ïðåâûøàòü ñèëó òÿæåñòè:
kρgVïîã − ρgV 6 0, ⇒ k(V + V0) 6 V , ⇒ k(9V0 + V0) 6 9V0,

⇒ k 6
9

10
.

Ô4. Êóñî÷åê ñàõàðà áðîøåí ñî ñêîðîñòüþ v0 ïîä óãëîì α ê ãî-
ðèçîíòó. Âñëåä çà íèì ïî òîé æå òðàåêòîðèè ëåòèò ï÷åëà ñ ïî-
ñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ v0. Íàéäèòå óñêîðåíèå ï÷åëû â
âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè.

Ðåøåíèå. Ñêîðîñòü êóñî÷êà ñàõàðà â âåðõíåé òî÷êå: v1 = v0 cosα.

Òîãäà ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè â ýòîé òî÷êå: ρ =
v21
g

=
v20 cos2 α

g
.
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Òàê êàê êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ ïî óñëîâèþ îòñóò-
ñòâóåò, óñêîðåíèå ï÷åëû â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè íàõîäèì òàê:

a =
v20
ρ

=
g

cos2 α
.

Ô5. Îöåíèòü ìàññó àòìîñôåðû Çåìëè.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì Çåìëþ øàðîì, à àòìîñôåðíîå äàâëåíèå � ïî-
ñòîÿííûì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ýòîãî øàðà. Íà íåáîëüøîé ýëå-
ìåíò ïîâåðõíîñòè Çåìëè S äåéñòâóåò ñèëà PAS. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, îíà æå ðàâíà mg, ãäå m � ìàññà ÷àñòè àòìîñôåðû íàä
ýòèì ýëåìåíòîì. Ñóììèðóåì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè Çåìëè: ïîëó-

÷èì PA · 4πR2
Çåìëè

= Mg, îòêóäà M =
4πPAR

2
Çåìëè

g
.

Îëèìïèàäà ïî ôèçèêå (10 êëàññ)

Ô1. Áðóñîê, ïðèêðåïëåííûé ê ñòåíêå äâóìÿ ïðóæèíàìè îäèíàêî-
âîé æåñòêîñòè, ðàâíîé k, íî ðàçíîé äëèíû (â íåðàñòÿíóòîì ñîñòî-
ÿíèè), ëåæèò íà ïîëó. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðâàÿ ïðóæèíà ðàñ-
òÿíóòà íà l, à äðóãàÿ � ñæàòà íà l. Áðóñîê çàêðåïëåí òàê, ÷òî åãî
áîêîâàÿ ãðàíü ïàðàëëåëüíà ñòåíêå, à ïðóæèíû ïåðåìåùàþò åãî â
íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñòåíêå, íî íå ìîãóò ðàçâåðíóòü.
à) Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáà-
íèé òàêîé ñèñòåìû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
òðåíèÿ â ñèñòåìå íåò.
á) Ïóñòü òðåíèå â ñèñòåìå åñòü è
ïîòåðè ýíåðãèè çà ïåðâîå êîëåáà-
íèå ñîñòàâèëè A. Íàéäèòå àìïëè-
òóäó âòîðîãî êîëåáàíèÿ, åñëè ïåð-
âîå ïðîèñõîäèëî ñ àìïëèòóäîé x0.

Ðåøåíèå à). Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà: mẍ+ k(x− l) + k(x+ l) = 0,

îòêóäà mẍ+ 2kx = 0. Ïåðèîä êîëåáàíèé T = 2π

√
m

2k
.
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Ðåøåíèå á).Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
k

2

(
(x0−l)2+(x0+l)

2
)

=

= A+
k

2

(
(x1 − l)2 + (x1 + l)2

)
, îòêóäà x1 =

√
x20 −

A

k
.

Ô2. Ïîñëåäîâàòåëüíûé RL-êîíòóð ñîñòîèò èç áàòàðåè, êàòóøêè
èíäóêòèâíîñòè L0 è ðåçèñòîðà R. Â ìîìåíò, êîãäà òîê â öåïè
áûë ðàâåí J0, áàòàðåþ îòêëþ÷àþò îò êîíòóðà, çàìûêàÿ êàòóø-
êó íà ðåçèñòîð. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî æå ìîìåíòà êàòóøêó ìåäëåííî
ðàñòÿãèâàþò òàê, ÷òî â êîíöå îíà âñÿ îêàçûâàåòñÿ âûòÿíóòîé â
ïðÿìîé ïðîâîä. Íàéäèòå çàðÿä, êîòîðûé ïðîéäåò ÷åðåç ðåçèñòîð
îò ìîìåíòà îòêëþ÷åíèÿ áàòàðåè äî òîãî, êàê êàòóøêà îêàæåòñÿ
ïîëíîñòüþ ðàñòÿíóòîé.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ïðàâèëî Êèðõãîôà äëÿ ïîëó÷åííîãî êîíòóðà:

JR+
d

dt
[JL] = 0. Ïðîòåêøèé çàðÿä ðàâåí q =

+∞∫
0

Jdt. Ïîäñòàâèì

J èç çàêîíà Êèðõãîôà: q = − 1

R

+∞∫
0

d

dt
[JL]dt =

J0L0

R
, òàê êàê â

êîíöå J = 0.

Ô3.Äâà çàðÿæåííûõ çàðÿäàìè +q è−q ìàëåíüêèõ øàðèêà ìàññû
m ïîäâåøåíû çà îäíó òî÷êó ïîäâåñà íà îäèíàêîâûõ òîíêèõ íèòÿõ.
Äî òîãî, êàê øàðèêè ñîïðèêîñíóëèñü, ñâåð-
õó íà íèõ ïîëîæèëè áîëüøîé íåïðîâîäÿ-

ùèé ãëàäêèé øàð ìàññû M =
3
√

2 + 2

2
√

2− 1
m

è ðàäèóñà R. Øàð îêàçàëñÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ, à øàðèêè ðàçîøëèñü òàê, ÷òî
óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íà íèõ èç öåí-
òðà áîëüøîãî øàðà (∠AOB) ñòàë ðàâåí 90◦.
Ìàëåíüêèå øàðèêè, öåíòð áîëüøîãî øàðà è
òî÷êà ïîäâåñà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà äî öåíòðà øàðà �
2R. Íàéäèòå çàðÿäû øàðèêîâ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîçäàíèÿ òàêîãî
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ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Óêàçàíèå: ñ÷èòàòü, ÷òî èç øàðà âûðåçàí î÷åíü òîíêèé äèàìåò-
ðàëüíûé ñëîé, â êîòîðûé ïîìåñòèëèñü íèòè. Èìåííî ïîýòîìó íè-
òè íàðèñîâàíû ¾íàñêâîçü¿ øàðà, à íå ïî ïåðèìåòðó. Ïðè ðàñ÷åòàõ
ýòó íåîäíîðîäíîñòü øàðà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Ðåøåíèå. Ñî ñòîðîíû øàðà íà øàðèêè äåéñòâóåò ïî ñèëå N , íà-
ïðàâëåííîé ðàäèàëüíî îò öåíòðà øàðà. Ñèëó N íàõîäèì èç òîãî,
÷òî øàð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè: 2N cos 45◦ = Mg, îòêóäà N =

=
Mg√

2
. Òåïåðü çàïèøåì 2 çàêîí Íüþòîíà äëÿ ìàëåíüêîãî øàðèêà

â ïðîåêöèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíóþ, T sinα+
kq2

2R2
=

N√
2
, è íà âåðòè-

êàëüíóþ, T cosα = mg+
N√

2
, îñè (çäåñü α � óãîë íèòè ñ âåðòèêà-

ëüþ). Èç ãåîìåòðèè íàõîäèì, ÷òî tgα =
2
√

2− 1

7
. Âûðàçèâ T cosα

è T sinα è ïîäåëèâ âòîðîå íà ïåðâîå, ïîëó÷àåì tgα =
Mg
2
− kq2

2R2(
M
2

+m
)
g
.

Ïîëó÷àåì q2 =
2R2g

k

[
M

2
−
(
M

2
+m

)
2
√

2− 1

7

]
=

2mgR2

k
.

Ô4. Â ñîñóä, íà äíå êîòîðîãî ëåæèò òâåðäûé îäíîðîäíûé øàðèê
ñ ìàëîé ïëîòíîñòüþ, íàêà÷èâàþò âîçäóõ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïå-
ðàòóðå T . Ïîñëå òîãî, êàê äàâëåíèå ñòàëî ðàâíî P , øàðèê íà÷àë
ïàðèòü. Íàéäèòå ìàññó øàðèêà, åñëè åãî ðàäèóñ èçâåñòåí è ðàâåí
a.

Ðåøåíèå. Øàðèê ïàðèò, åñëè ñèëà Àðõèìåäà, äåéñòâóþùàÿ íà
íåãî, óðàâíîâåøèâàåò åãî âåñ. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ρâîçä. =

= ρø. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρø =
Pµ

RT
. Òîãäà ìàññà øàðèêà

ðàâíà
4

3
πρøa

3 =
4

3
π
Pµ

RT
a3.

Ô5. Ñîáèðàþùàÿ ëèíçà èìååò ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå F = 15 ñì.
Ýêðàí ðàñïîëîæåí çà ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè 2F . Òî÷å÷íûé èñòî÷-

13



íèê, íàõîäÿùèéñÿ â ïëîñêîñòè, óäàëåííîé îò ëèíçû íà 20 ñì, íà
ðàññòîÿíèè h = 2 ñì îò îïòè÷åñêîé îñè, íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïî
ïðÿìîé ïî íàïðàâëåíèþ ê îïòè÷åñêîé îñè (è ïðîéäÿ îïòè÷åñêóþ
îñü íå ìåíÿåò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ è äâèæåòñÿ äàëüøå). Êàêîå ðàñ-
ñòîÿíèå íóæíî ïðîéòè èñòî÷íèêó, ÷òîáû öåíòð òîãî, ÷òî âèäíî
íà ýêðàíå, ïåðåìåñòèëñÿ íà 5 ñì?

Ðåøåíèå. Íà ýêðàíå áûëî áû èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà, åñëè áû
èñòî÷íèê íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè 2F îò ëèíçû. Òàê êàê èñòî÷-

íèê íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
4

3
F îò ëèíçû, íà ýêðàíå áóäåò âèä-

íî ïÿòíî. Íàéäåì êîîðäèíàòû åãî êðàéíèõ òî÷åê: ëó÷, ïðîõîäÿ-

ùèé ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð, ïåðåñåêàåò ýêðàí íà ðàññòîÿíèè
3h

2
,

à ëó÷, ïóùåííûé èç èñòî÷íèêà ïàðàëëåëüíî îïòè÷åñêîé îñè, çà
ëèíçîé ïðîéäåò ÷åðåç âòîðîé ôîêóñ è ïåðåñå÷åò ýêðàí íà ðàññòî-

ÿíèè h îò îñè. Çíà÷èò, ðàçìåð ïÿòíà áóäåò ðàâåí
h

2
, à ðàññòîÿíèå

îò îñè äî áëèæàéøåãî êðàÿ ïÿòíà � h. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñìåùå-

íèå ïÿòíà íà
5h

2
= 5 ñì ðàâíîñèëüíî ñèììåòðèè ïÿòíà íà ýêðàíå

îòíîñèòåëüíî öåíòðà (ïåðåñå÷åíèÿ ýêðàíà è îïòè÷åñêîé îñè). Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ñàì èñòî÷íèê äîëæåí ïåðåìåñòèòüñÿ â òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêîé îñè. Çíà÷èò, åìó íóæíî
ñìåñòèòüñÿ íà 4 ñì.
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Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà

Îäíîé èç ãëàâíûõ öåëåé ëåòíåé øêîëû ÿâëÿëàñü ïîäãîòîâ-
êà åå ó÷àñòíèêîâ ê âûñòóïëåíèþ íå òîëüêî íà èíäèâèäóàëüíûõ
îëèìïèàäàõ, íî è â êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ. Óìåíèå ïðèñëó-
øèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó, âìåñòå àíàëèçèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çà-
äà÷ó, âåñòè äèñêóññèþ, äîêàçûâàòü ïðàâèëüíîñòü ñâîåãî ìíåíèÿ,
ïîìîãàòü íàõîäèòü è èñïðàâëÿòü íåòî÷íîñòè â ðåøåíèÿõ êîëëåã è
ïðèõîäèòü ê îáùåìó ðåøåíèþ � îäíî èç îòëè÷èòåëüíûõ êà÷åñòâ
ñòóäåíòîâ ÌÔÒÈ. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ïðåäñòàâëåí ïîäðîáíûé
ðàçáîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ðåãàòû, êîòîðàÿ áûëà ïðîâåäåíà
ñðåäè ó÷àñòíèêîâ øêîëû.
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1. Íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðÿä èäóùèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ïî÷òè êâàäðàòíîé, åñëè ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë
ïðåäñòàâèìî â âèäå n2 + 1, ãäå n ∈ N. Êàêîâà ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíàÿ äëèíà ïî÷òè êâàäðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé, ÷òî
ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êâàäðàò-
íîé?

Ðåøåíèå. Â äàííîé ïîñòàíîâêå óæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äâóõ
÷ëåíîâ íå ìîæåò áûòü ïî÷òè êâàäðàòíîé: ýòî çíà÷èëî áû, ÷òî îáà
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÿâëÿþùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè èç 1 ÷ëåíà) ïðåäñòàâèìû â âèäå n2 + 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 1 ÷ëåíà. Ïî÷òè êâàäðàòíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç 2 ÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò: a(a + 1) = a2 + a = 2 = 12 + 1
ïðè a = 1.
À äëÿ 3 ÷ëåíîâ óæå íå ñóùåñòâóåò: a(a+1)(a+2) = a3+3a2+2a =
= (a+ 1)3 − a− 1 = n2 + 1.

a mod 3 (a+ 1)3 mod 3 (a+ 1)3 − a− 2 mod 3
0 1 2
1 2 2
2 0 2

Òàê êàê êâàäðàòû ïðè äåëåíèè íà 3 íå äàþò îñòàòêà 2, äàííîå
óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ íå èìååò ðåøåíèÿ.
Áîëüøåé äëèíû áûòü íå ìîæåò, ò. ê. â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áîëüøåé äëèíû ñîäåðæàëà áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëèíû 3, ÷òî íåâîçìîæíî.
Îáà ðåøåíèÿ îöåíèâàëèñü ïîëíûì áàëëîì.

2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òðè åãî âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè.
Òî÷êè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè BC,AC,AB � A1, B1, C1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå.
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Ðåøåíèå. Îòìåòèì òàêæå òî÷êè A2, B2, C2 êàñàíèÿ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà ñ åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Òî÷êè A1, B1, C1 ñèì-
ìåòðè÷íû òî÷êàì A2, B2, C2 îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí BC,
AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Íî äëÿ òî÷åê A2, B2, C2 âûïîëíåíà òåî-
ðåìà ×åâû (ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå òðåõ îòíîøåíèé ðàâ-
íî 1), òàê êàê AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (òî÷êå
Æåðãîííà). Çíà÷èò, äëÿ òî÷åê A1, B1, C1 òåîðåìà ×åâû òàêæå âû-
ïîëíåíà. ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. Äâà ñòåðæíÿ äëèíû l ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé øàðíèðîì B.
C � áóñèíêà, êîòîðàÿ ìîæåò ñêîëüçèòü ïî îñè. Ëåâûé ñòåðæåíü
âðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ω âîêðóã òî÷êè A. Íàéòè óñêîðåíèå áó-
ñèíêè.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Áóñèíêà èìååò íóëåâóþ âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ óñêîðåíèÿ è òàêóþ æå ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ
óñêîðåíèÿ, êàê è òî÷êà D. Òîãäà a = 2ω2l cosα.

Âòîðîå ðåøåíèå.AC = 2l cosα = 2l cosωt; a =
d2

dt2
AC = 2ω2l cosα.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ x, y, z > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

9 6 (x+ y + z)

(
y

x2
+
x

z2
+

z

y2

)
.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ãàð-

ìîíè÷åñêîì äëÿ ÷èñåë
x2

y
,
z2

x
,
y2

z
:

3
y

x2
+
x

z2
+

z

y2

6 3
√
xyz.

Çàïèøåì òàêæå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è
ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ ÷èñåë x, y, z:

3
√
xyz 6

x+ y + z

3
.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

5. Âàíÿ âçÿë ó äåäà 2 ãèðè. Íà îäíîé èç íèõ íàïèñàíà ìàññà
(¾3 êã¿), à íà äðóãîé � íåò. Íå äîëãî äóìàÿ, îí ñâÿçàë èõ íèòüþ
ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ïðèâÿçàë åùå îäíó íèòü ê ïåðâîé ãèðå.
Çàòåì Âàíÿ âçÿë äðóãîé êîíåö ýòîé íèòè â ðóêè è íà÷àë êðó-
òèòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè. Ïîìîãèòå åìó â ïðîöåññå åãî âðàùåíèÿ
îïðåäåëèòü ìàññó âòîðîé ãèðè.
Óêàçàíèå: ãèðè ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè ìàññàìè. Äëèíà íèòè, ñîåäè-
íÿþùåé ãèðè, â

√
3 áîëüøå íèòè, ñâÿçûâàþùåé ðóêè ìàëü÷èêà è

ïåðâóþ ãèðþ. Âàíÿ âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.
Óãëû íèòåé ñ âåðòèêàëüþ îí íà ãëàç çàìåðèë ñàì: ïåðâàÿ (òà, ÷òî
ó íåãî â ðóêàõ) ñîñòàâëÿåò ñ íåé óãîë 30◦, à âòîðàÿ � 60◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü l � äëèíà íèòè, ñâÿçûâàþùåé
øàðèê ìàññûm1 ñ òî÷êîé O1. Òîãäà ïî óñëîâèþ
äëèíà íèòè ìåæäó øàðèêàìè ðàâíà l

√
3. Ñèëû

óêàçàíû íà ðèñóíêå. Çàêîíû Íüþòîíà äàþò 4
óðàâíåíèÿ:

T1 cosα− T2 cos β = m1g,

T2 cos β = m2g,

m1ω
2l sinα = T1 sinα− T2 sin β,

m2ω
2(l
√

3 sin β + l sinα) = T2 sin β.
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Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì
m2

m1

= 8.

6. Äâà ñîîñíûõ öèëèíäðà ðàäèóñàìè R è R+∆R îòêðûòû ñâåðõó
(∆R � R). Âûñîòà âíóòðåííåãî öèëèíäðà h, âíåøíåãî � âåëèêà
ïî ñðàâíåíèþ ñ h. Âî âíóòðåííèé öèëèíäð ïî åãî îñè ïîäàíà âîäà
ñòðóåé ðàäèóñà r è ñêîðîñòüþ v.

Ïîñëå òîãî, êàê âåñü âíóòðåííèé öèëèíäð çàïîë-
íèëñÿ, âîäà âûëèâàåòñÿ ÷åðåç åãî êðàé. Ðàçíîñòü
ðàäèóñîâ ∆R îêàçàëàñü òàêîé, ÷òî âûòåêàþùàÿ
âîäà çàïîëíÿåò âåñü ïðîìåæóòîê îò R äî R+ ∆R
íà âûñîòå h. Âíåøíèé öèëèíäð èìååò âûðåçàííûé
ó äíà ñëîé íà ñòåíêå, èç êîòîðîãî âîäà ìîæåò âû-
òåêàòü. Åãî ðàçìåðû ïîäîáðàíû òàê, ÷òî óðîâåíü
âîäû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, ìàëî îòëè÷àþùèìñÿ
îò h. Îöåíèòü äàâëåíèå íà äíî âíåøíåãî öèëèí-
äðà â ñëîå îò R äî R+∆R. Ñ÷èòàòü, ÷òî ó äíà áîëüøîãî öèëèíäðà
âîäà íå çàäåðæèâàåòñÿ è âûòåêàåò ñðàçó (ñêîðîñòü âîäû âáëèçè
äíà òàêîâà, êàê åñëè áû îíà ïðîñòî ïàäàëà â ïîëå òÿæåñòè). Âÿç-
êîñòüþ ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. P =
F

∆S
=

∆p

2πR∆R∆t
=

√
2gh∆m

2πR∆R∆t
=

√
2ghρ∆V

2πR∆R∆t
.

×òîáû âîäà íå ïîäíèìàëàñü âûøå óðîâíÿ h (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà

çàïîëíÿåò âåñü ñëîé ∆R) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∆V , ðàâíîå 2πR∆R∆h,

ðàâíÿëîñü ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîñòóïàþùåìó îáúåìó âîäû πr2∆x.

Ïîäñòàâëÿåì: P =

√
2ghρπr2∆x

2πR∆R∆t
=
ρvr2
√

2gh

2R∆R
.

7. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà AD = 1, à AB = 3. Òî÷êè
E è F äåëÿò CD íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå ñóììó ∠DEA+
∠DFA+ ∠DCA.

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà: arctg 1 + arctg
1

2
+ arctg

1

3
=
π

4
+
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+arctg
1

2
+arctg

1

3
. Âîçüìåì òàíãåíñ îò ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ:

tg

(
arctg

1

2
+ arctg

1

3

)
=

1
2

+ 1
3

1− 1
6

= 1. Çíà÷èò, âñÿ ñóììà ðàâíà
π

4
+

+
π

4
=
π

2
.

8.Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî íåñëîæíûì, åñëè ñóììà åãî öèôð �
ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íåíóëåâîé ðàçíîñòüþ èç íåñëîæíûõ ÷è-
ñåë.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ôóíêöèþ S(x), ðàâíóþ
ñóììå öèôð ÷èñëà x ∈ N. Ïóñòü íàøëàñü òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïðî-
ãðåññèÿ. Òîãäà ðàññìîòðèì åå ïåðâûé ÷ëåí � x1 = a1a2 . . . an è
ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d. Ïî óñëîâèþ, S(x1) = p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Çàìåòèì ñëåäóþùåå: ÷åðåç 10n ÷ëåíîâ â ýòîé ïðîãðåññèè âñòðå-
òèòñÿ ÷èñëî x2 = d◦x1, ãäå ◦ îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ äâóõ ÷èñåë
êàê ñëîâ � ïðèïèñûâàíèå d ñëåâà îò x1. Òîãäà S(x2) = p + S(d).
Äàëåå, î÷åâèäíî, âñòðåòèòñÿ x3 = d ◦ x2 è âîîáùå xn = d ◦ xn−1.
Äëÿ ýòèõ ÷èñåë ïîëó÷àåì S(xn) = p + (n − 1)S(d). Ïî óñëîâèþ,
÷èñëà p + kS(d) ïðîñòûå ïðè ëþáîì k. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê áûòü
íå ìîæåò: ïðè k = p ÷èñëî p(1 + S(d)) äåëèòñÿ íà (1 + S(d)).
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

9. Øàðèê, âèñÿùèé íà ïðóæèíå, ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå êîëå-
áàíèÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè
ëèíçû. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F1 = 20 ñì. Íà ýêðàíå (êîòî-
ðûé ìîæíî ïåðåìåùàòü) ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå øàðèêà. Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ øàðèêà îêàçàëàñü â 2 ðàçà áîëü-
øå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè øàðèêà. Íàéòè ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå
ðàññåèâàþùåé ëèíçû F2, êîòîðóþ íàäî ïîìåñòèòü âïëîòíóþ ê ñî-
áèðàþùåé, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ ñòàëà â 6
ðàç áîëüøå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè øàðèêà.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà áûëî Γ1 = 2 è
1

d
+

1

Γ1d
=

1

F1

, îòêóäà d =
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= F1
Γ1 + 1

Γ1

. Íîâîå óâåëè÷åíèå Γ2 = 6, îòêóäà ïðè ó÷¼òå
1

d
+

1

Γ2d
=

=
1

F1

+
1

F2

ïîëó÷àåì F2 = F1
(Γ1 + 1)Γ2

Γ1 − Γ2

= −90 ñì.

10. Íàéäèòå âñå f : N→ N òàêèå, ÷òî f(f(f(n)))+f(f(n))+f(n) =
= 3n. Ñ÷èòàòü N = {1, 2, 3, . . . }.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì g(n) = f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n). Î÷åâèä-
íî, ÷òî f(1) = 1, òàê êàê êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ � õîòÿ áû
åäèíèöà (çíà÷åíèÿ f íàòóðàëüíû). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(n) = n.
òîãäà g(n) = 3n. Äîêàæåì, ÷òî äðóãîãî ðåøåíèÿ áûòü íå ìîæåò.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè f(k) = k äëÿ ëþáîãî k, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî h, òî f(h+1) = h+1. Ïîéä¼ì îò ïðîòèâ-
íîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà îäíî èç òðåõ ñëàãàåìûõ
â ëåâîé ñóììå ìåíüøå h+ 1. Åñëè ýòî f(n+ 1), òî âñå îñòàëüíûå
ñëàãàåìûå òàêæå ìåíüøå, òàê êàê îíè îïðåäåëåíû, è ðàâåíñòâî
ïðè èõ çíà÷åíèÿõ íå âûïîëíåíî.

Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà f(f(n+1)) < h+1. Ïðè ýòîì
f(h+1) = k > h+1, èíà÷å ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò. Òîãäà ïîëó÷àåì
f(k) < h + 1, à òîãäà f(f(f(k))) = f(f(k)) = f(k) < h + 1. Òîãäà
ñóììà f(f(f(k))) + f(f(k)) + f(k) < 3h+ 3 < 3k, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà f(f(f(n + 1))) < h + 1. Ïðè ýòîì f(f(n +
+ 1)) = k > h+ 1, èíà÷å ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò. Òîãäà ïîëó÷àåì
f(k) < h+ 1. Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

11. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ïîëóáåñêîíå÷íîé öåïî÷êè, èçîáðà-
æåííîé íà ðèñóíêå:
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Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî x. Òîãäà äîáàâèì
ê öåïî÷êå åùå îäèí ýëåìåíò, ñîïðîòèâëåíèå íå èçìåíèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
xR

x+R
+ 2r = x. Îòâåò: x = r +

√
r2 + 2Rr.

12. Â ïëîñêîì âîçäóøíîì êîíäåíñàòîðå îäíà èç ïëàñòèí èñïóñ-
êàåò ñî ñâîåé ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîíû: ñ åäèíèöû ïëîùàäè â åäè-
íèöó âðåìåíè âûëåòàåò n ýëåêòðîíîâ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0,
íàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè â ñòîðîíó ïðîòèâîïîëîæíîé ïëàñòèíû.
×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà èñïóñêàíèÿ çàðÿä êîíäåíñàòîðà
ïåðåñòàíåò èçìåíÿòüñÿ? Ïðåíåáðå÷ü âðåìåíåì ïåðåìåùåíèÿ ýëåê-
òðîíà îò îäíîé ïëàñòèíû äî äðóãîé. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè çàðÿä
è ìàññó ýëåêòðîíà. Êîíäåíñàòîð èçíà÷àëüíî íå áûë çàðÿæåí.

Ðåøåíèå. Èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ ïðèâîäèò ê ðîñòó çàðÿäà êîí-
äåíñàòîðà. Èçëó÷àþùàÿ ïëîñêîñòü çàðÿæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, à
ïðîòèâîïîëîæíàÿ � îòðèöàòåëüíî. Ðîñò çàðÿäà ïðåêðàòèòñÿ â
òîò ìîìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå âíóòðè áóäåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì,
÷òîáû çàòîðìîçèòü ýëåêòðîíû: îíè íå ñìîãóò äîñòè÷ü ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ïëàñòèíû. Ýòî áóäåò òîãäà, êîãäà eU =
mv20

2
. Äàëåå

U =
q

C
, ãäå C =

ε0S

d
. Çàðÿä êîíäåíñàòîðà q = q(t) ðàñòåò ñî âðå-

ìåíåì: êàæäûé ïåðåëåòàþùèé ýëåêòðîí óâåëè÷èâàåò çàðÿä êîí-
äåíñàòîðà íà e. Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ïëîùàäè S èçëó÷àåò

ne â åäèíèöó âðåìåíè, q = enSt. Ïîëó÷àåì
qe

C
=
enStd

ε0S
=
mv20

2
,

îòêóäà t =
ε0mv

2
0

2e2nd
.
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Êóðñû ïî âûáîðó è ñåìèíàðû

Â õîäå ëåòíåé øêîëû ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñîñòàâ ðàáîòàë íàä
óíèâåðñàëüíîé ïðîãðàììîé äëÿ ó÷àñòíèêîâ ñ ðàçíûì óðîâíåì
ïîäãîòîâêè.

Èìåííî ïîýòîìó áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îñîáîå âíèìàíèå óäå-
ëèòü çàäàíèÿì, ñðàâíèìûì ïî ñëîæíîñòè ñ îëèìïèàäàìè ÌÔ-
ÒÈ è Ïåðå÷íÿ Îëèìïèàä ÐÔ. Îäíàêî ýòîãî áûëî áû íåäîñòàòî÷-
íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñêðûòü òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë ó÷àñòíèêîâ,
ïîääåðæàòü èõ ñòðåìëåíèå ê íîâûì îòêðûòèÿì è ïîçíàíèþ íàóêè
âî âñåõ åå ïðîÿâëåíèÿõ. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ êðóãîçîðà íàøèõ ó÷åíè-
êîâ áûëè ïðî÷èòàíû äîïîëíèòåëüíûå êóðñû ïî âûáîðó: îëèìïè-
àäíûå ôèçèêà è ìàòåìàòèêà, àñòðîíîìèÿ, à òàêæå íà÷àëà ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà. Âàøåìó âíèìàíèþ ïðåäëàãàþòñÿ êîíñïåêòû
ñåìèíàðîâ è êóðñîâ ïî âûáîðó, êîòîðûå ïîçâîëÿò Âàì îñâåæèòü
çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå íà âûáðàííîì Âàìè êóðñå, à òàêæå îçíàêî-
ìèòüñÿ ñ ìàòåðèàëàìè îñòàëüíûõ êóðñîâ.
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Êóðñ ïî âûáîðó ¾Îëèìïèàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿.

Ãåîìåòðèÿ ìàññ: îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ, äîêàçàòåëüñòâî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå, ïîäñ÷åò ïëîùàäåé, òåî-
ðåìà ×åâû.

1. Òåîðåìà (î ìåäèàíàõ): äîêàçàòü, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ åþ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ
îò âåðøèíû.

Ðåøåíèå. Ðàçìåùàåì â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà åäèíè÷íûå òî-
÷å÷íûå ìàññû. Òîãäà öåíòð ìàññ êàæäîé ñòîðîíû íàõîäèòñÿ â
åå ñåðåäèíå. Ñãðóïïèðóåì äâå êàêèå-íèáóäü ìàññû â èõ öåíòðå
ìàññ � ñåðåäèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà. Öåíòð ìàññ âñåé ñè-
ñòåìû îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Òàê êàê îñòàëèñü âñåãî äâå ìàññû,
ðàñïîëîæåííûå íà êîíöàõ ìåäèàíû � öåíòð ìàññ ëåæèò íà íåé.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð ìàññ ëåæèò è íà äâóõ äðóãèõ
ìåäèàíàõ òîæå. Çíà÷èò, ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå �
öåíòðå ìàññ íàøåé ñèñòåìû. Òðåáóåìîå îòíîøåíèå 2 : 1 ïîëó÷à-
åòñÿ èç îòíîøåíèÿ ìàññ ïîñëå ãðóïïèðîâêè: íà êîíöàõ ìåäèàíû
ðàñïîëîæåíû ìàññû 1 è 2.

2. Ïóñòü A1, B1, . . . , F1 � ñåðåäèíû ñòîðîí AB,BC, . . . , FA ïðî-
èçâîëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ 4A1C1E1 è 4B1D1F1 ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå. Ðàçìåùàåì âî âñåõ âåðøèíàõ åäèíè÷íûå ìàññû. Ãðóï-
ïèðóåì èõ ïîïàðíî â ñåðåäèíû A1, C1, E1 ñòîðîí AB,CD è EF
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ìåäèàí 4A1C1E1. Àíàëîãè÷íî ãðóïïèðóÿ ïîïàðíî ìàññû
â ñåðåäèíû ñòîðîí BC,DE,FA, ïîëó÷èì, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòå-
ìû � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí è äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Öåíòð
ìàññ åäèíñòâåíåí, ⇒ ýòè öåíòðû ìàññ ñîâïàäàþò.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû îòðåçêè AA1, BB1 (A1 íà BC,
B1 íà AC), ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O. Îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ BA1 :
: A1C = 3 : 4, AO : OA1 = 1 : 2.
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1) Íàéòè îòíîøåíèÿ AB1 : B1C è BO : OB1.

2) Â òðåóãîëüíèêå ïðîâåëè òàêæå ïðÿìóþ C1 (òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ AB � C1) òàê, ÷òî AC1 : C1B = 2 : 7. Äîêàçàòü, ÷òî
AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O.

3) Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäåé SOBA1 : SABC .

Óêàçàíèå. Ðàçìåñòèòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ìàññû â âåðøèíû,
ñäåëàâ O öåíòðîì ìàññ. Äëÿ ïóíêòà 2 ïðåäïîëîæèòü. ÷òî CC1 íå
ïðîõîäèò ÷åðåç O. Ïðîâåñòè CC2 ÷åðåç O, ãäå C2 ∈ AB. Ñðàâíèòü
îòíîøåíèÿ AC1 : C1B è AC2 : C2B.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = c, BC = a, CA = b. Íàéòè îòíî-
øåíèå, â êîòîðîì äåëÿòñÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà òî÷êîé èõ
ïåðåñå÷åíèÿ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î áèññåêòðèñå: åñëè â òðå-
óãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AA1, òî BA1 : A1C =
= AB : AC. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçìåñòèòü â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
ìàññû, ÷èñëåííî ðàâíûå äëèíàì ñòîðîí, òàê, ÷òî èíöåíòð ñòàíåò

öåíòðîì ìàññ. Èñêîìîå îòíîøåíèå AI : IA1 =
b+ c

a
.

5. Òåîðåìà (î âûñîòàõ òåòðàýäðà � ïðîñòðàíñòâåííûé àíàëîã òåî-
ðåìû î ìåäèàíàõ òðåóãîëüíèêà): äîêàçàòü, ÷òî âñå âûñîòû ïðà-
âèëüíîãî òåòðàýäðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ åþ â
îòíîøåíèè 3 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Óêàçàíèå. Ïîìåñòèì â âåðøèíû òåòðàýäðà ïî åäèíè÷íîé òî÷å÷-
íîé ìàññå. Òîãäà öåíòðû ìàññ ãðàíåé íàõîäÿòñÿ â èõ òî÷êàõ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Òîãäà öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ íà
âûñîòå è äåëèò åãî â îòíîøåíèè 3 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.
Ýòî æå ðàññóæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà, òîëü-
êî âìåñòî âûñîò íóæíî âçÿòü áèìåäèàíû � îòðåçêè, ñîåäèíÿþ-
ùèå âåðøèíû òåòðàýäðà ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ïðî-
òèâîëåæàùèõ ãðàíåé.
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6. Òåîðåìà ×åâû: ïóñòü òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà ïðÿìûõ BC,
CA, AB 4ABC. Ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= 1.

Óêàçàíèå.Äîêàçàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Â îäíó ñòîðîíó: ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ðàçìåñòèòü
ìàññû â A è B òàê, ÷òîáû â C1 áûë öåíòð ìàññ AB, à çàòåì, èñ-
ïîëüçóÿ ìàññó â òî÷êå B, ïîäîáðàòü òàê ìàññó C, ÷òîáû â A1 íà-
õîäèëñÿ öåíòð ìàññ AC. Èñêîìîå îòíîøåíèå ñëåäóåò èç ðàññìîò-
ðåíèÿ ñòîðîíû BC, ìàññ â òî÷êàõ B,C è îòíîøåíèÿ BA1 : A1C.

Äâèæåíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (ïîâîðîò,
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ñèììåòðèÿ).

1. Ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðèíàä-
ëåæàò ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû äðóãîãî
ïàðàëëåëîãðàììà MNPQ. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ïàðàëëåëîãðàììû
èìåþò îáùèé öåíòð.

Ðåøåíèå. Ïóñòü öåíòð ABCD � O. Ñäåëàåì ñèììåòðèþ ZO. Òî-
ãäà NP ïåðåéäåò â N ′P ′ ‖ NP ‖ MQ (ïî ñâîéñòâàì äâèæåíèé,
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå). Òî÷êà B ïå-
ðåõîäèò â D, ëåæàùóþ è íà MQ, è íà N ′P ′. Çíà÷èò, ýòè ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, à ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäà-
þò. Ïàðàëëåëîãðàìì MNPQ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ZO ïåðåõîäèò
â ñåáÿ ⇒ O � è åãî öåíòð òîæå.

2. ×åðåç êàæäóþ èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí ïàðàëëåëî-
ãðàììà ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì åãî
ñòîðîíû, íå ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ýòè âåðøèíû. Äî-
êàçàòü, ÷òî îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ � âåðøèíû ïðÿìî-
óãîëüíèêà.
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Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü âîçíèêàþùèå ïðè ïðîâåäåíèè ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èõ
öåíòðû ñîâïàäàþò ñ öåíòðîì èñõîäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Ïðè
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà èñõîäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà èñ-
êîìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïåðåõîäèò â ñåáÿ, à çíà÷èò, ýòî ïàðàë-
ëåëîãðàìì. Â íåì òàêæå ðàâíû äèàãîíàëè, ÷òî íàõîäèòñÿ èç ðà-
âåíñòâà äèàãîíàëåé â ïðÿìîóãîëüíèêàõ, îáðàçîâàííûõ âûñîòàìè
è îòðåçêàìè ñòîðîí. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê � ïðÿìîóãîëüíèê.

3. Ïðîäîëæåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí AD è BC ðàâíîáåäðåííîé òðà-
ïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Äîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòè,
îïèñàííûå îêîëî 4ASC, 4BDS ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî äàííîé òðàïåöèè.

Óêàçàíèå. Èç ñèììåòðèè ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O íà îñè òðàïåöèè. Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü ðàâåí-
ñòâî ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî âåðøèí òðàïåöèè. Îíî ñëåäóåò
èç ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã â äàííûõ â óñëîâèè îêðóæíî-
ñòÿõ è ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêîâ 4AOD è 4BOC.

4. Â îêðóæíîñòü âïèñàíû äâà ïðàâèëüíûõ 4ABC, 4A1B1C1.
Ïóñòü A2 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BC è B1C1, B2 � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ CA è C1A1, C2 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB è A1B1. Äîêàçàòü,
÷òî 4A2B2C2 � ïðàâèëüíûé.

Ðåøåíèå. Ïðè ïîâîðîòå R60◦
O îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè O

âñÿ êîíñòðóêöèÿ ïåðåõîäèò â ñåáÿ, à çíà÷èò, 4A2B2C2 ïåðåõîäèò
â ñåáÿ.

5. Òî÷êà B ëåæèò ìåæäó A è C. Â ïîëóïëîñêîñòè ñ ãðàíèöåé AB
ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ABM è BCP . Òî÷êè K,
E � ñåðåäèíû AP , MC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî 4BKE �
ïðàâèëüíûé.

Ðåøåíèå. Ïðè ïîâîðîòå R−60
◦

B îòðåçîê AP ïåðåõîäèò â MC, à
çíà÷èò, ñåðåäèíà AP ïåðåõîäèò â ñåðåäèíó MC. Òðåóãîëüíèê
4KBE � ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì 60◦.
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6. Òî÷êà Òîððè÷åëëè (òî÷êà Ôåðìà): íà ñòîðîíàõ îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ABC èçâíå ïîñòðîåíû ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíè-
êè ABC1, BCA1, CAB1. Äîêàçàòü, ÷òî:

1) Îòðåçêè AA1, BB1, CC1 ðàâíû, à óãîë ìåæäó ëþáûìè äâó-
ìÿ èç íèõ ðàâåí 60◦.

2) Òðè îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå O.

3) Ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.

4) Âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC âèäíû èç òî÷êè O ïîä ðàâ-
íûìè óãëàìè.

5) Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ òîé òî÷êîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîé ñóììà
ðàññòîÿíèé äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC ïðèíèìàåò íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå.

Óêàçàíèå 1). Ñäåëàòü ïîâîðîò R60◦
B . Òîãäà îòðåçîê CC1 ïåðåõîäèò

â A1A. Ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî ýòè îòðåçêè ðàâíû, à óãîë ìåæ-
äó ïðÿìûìè AA1 è CC1 ðàâåí 60◦. Ïåðåñå÷åíèå â îäíîé òî÷êå
ñëåäóåò èç ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêîâ 4ABC1, 4BCA1, 4ACB1 (à îíî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñëåäóåò èç óãëîâ 60◦, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîì ïóíêòå). Îòñþäà æå
ñëåäóåò è ïóíêò 4).

Óêàçàíèå 5). Áåðåì âíóòðè òðåóãîëüíèêà òî÷êó M . Äåëàåì ïî-
âîðîò R60◦

B . Òî÷êà M ïåðåõîäèò â M ′. Òîãäà AM + MB + MC =
= AM +MM ′+M ′A1. Ýòà ñóììà ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà M è M1 ëåæàò íà AA1 (êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
A è A1 � îòðåçîê AA1). Àíàëîãè÷íî, òî÷êà M äîëæíà ëåæàòü è
íà äðóãèõ äâóõ îòðåçêàõ.
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Èíäóêöèÿ.

1. 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ n · n! = (n+ 1)!− 1

Ðåøåíèå. Áàçà âåðíà: 1·1! = 2!−1. Ïåðåõîä: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî
n ðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Òîãäà äîáàâèì â îáå ÷àñòè ñëåäóþùåå
ñëàãàåìîå (n+1) ·(n+1)! è ñïðàâà ïîëó÷èì (n+1+1)(n+1)!−1 =
= (n+ 2)!− 1.

2. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: (1 + x)n > 1 +nx ïðè x > −1 è n ∈ N0.

Ðåøåíèå. Áàçà âåðíà. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n âûïîëíåíî. Òîãäà
(1 + x)n+1 > (1 + x)(1 + nx) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x.
Ñëåäñòâèå: 2n > n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
x = 1 â íåðàâåíñòâå Áåðíóëëè.

3. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ (ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç 0
è 1): f0 = 1, f1 = 0, à fn+2 = fn+1fn ïðè n > 0 (n + 2 ñëîâî ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñëîâà fn â êîíåö ñëîâà fn+1). Äîêàçàòü,
÷òî åñëè ó ñëîâà fn óäàëèòü äâà ïîñëåäíèõ ñèìâîëà, òî ïîëó÷èòñÿ
ïàëèíäðîì.

Ðåøåíèå. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå: âñå ÷¼òíûå ñëîâà çàêàí-
÷èâàþòñÿ íà 01, à íå÷¼òíûå � íà 10.
Áàçà: n = 1. Äëÿ f2 = f1f0 = 01 � âåðíî, ñóôôèêñ 01. Äëÿ
f3 = f2f1 = 010 òàêæå âåðíî, ñóôôèêñ 10.
Ïåðåõîä: ïóñòü f2k èìååò ñóôôèêñ 01, à f2k+1 èìååò ñóôôèêñ 10
ïðè íåêîòîðîì k. Òîãäà f2k+2 = f2k+1f2k èìååò ñóôôèêñ 01, òàê
êàê f2k èìååò ýòîò ñóôôèêñ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, à ëþ-
áîé ñóôôèêñ f2k ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì f2k+2 (ïî ïîñòðîåíèþ íà-
øåãî ñëîâà).
Àíàëîãè÷íî, f2k+3 = f2k+2f2k+1 èìååò ñóôôèêñ 10, ò.ê f2k+1 èìååò
ýòîò ñóôôèêñ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Òåïåðü ðåøèì èñõîäíóþ çàäà÷ó. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè:
Áàçà: n = 2: f2 = 01, òîãäà f2 áåç ïîñëåäíèõ äâóõ áóêâ � ïóñòîå
ñëîâî � ïàëèíäðîì.
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n = 3: f3 = 010, òîãäà f3 áåç ïîñëåäíèõ äâóõ áóêâ � 0 � ïàëèí-
äðîì.
n = 4: f4 = 01001, òîãäà áåç ïîñëåäíèõ 2 áóêâ ýòî 010 � ïàëèí-
äðîì.
Ïåðåõîä: Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ fk−3, fk−2 è fk−1. Ðàññìîò-
ðèì ñëîâî fk = fk−1fk−2 = fk−2fk−3fk−2.
Îáîçíà÷èì ab ëþáóþ èç äâóõ êîìáèíàöèé 01 èëè 10. Ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè ñëîâà fk−3, fk−2 èìåþò âèä (pal1)ab è (pal2)ba ñî-
îòâåòñòâåííî (çäåñü (pal1) è (pal2) � ðàçíûå ïàëèíäðîìû, à ñóô-
ôèêñû ab è ba èìåþò òàêîé âèä â ñèëó ëåììû, îäèí èç íèõ � 01,
à âòîðîé � 10).
Èìååì 2 ñëó÷àÿ: â ïåðâîì ïîñëåäíèå 2 ñèìâîëà ñëîâà fk−3 � ýòî
01, à ñëîâà fk−2 � ýòî 10. Òîãäà

fk = (pal2)10(pal1)01(pal2)10

áåç äâóõ ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîñëåäíèå 2 ñèìâîëà ñëîâà fk−3 � ýòî 10, à
ñëîâà fk−2 � ýòî 01. Òîãäà

fk = (pal2)01(pal1)10(pal2)01

áåç äâóõ ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå 2 ñîñåäíèõ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è âçàèìíî
ïðîñòû.

Óêàçàíèå. Ïîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû
Fn = Fn−1+Fn−2, ÷òî åñëè áû äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà Ôèáî-
íà÷÷è èìåëè îáùèé äåëèòåëü c, òî åãî èìåëè áû âñå ÷èñëà Ôèáî-
íà÷÷è. Òîãäà è ïåðâîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, ðàâíîå 1, èìåëî áû ýòîò
äåëèòåëü. Çíà÷èò, c = 1.
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Êîìáèíàòîðèêà.

1. Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû n ñóùåñòâóåò â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ?

Îòâåò: mn.

2. Åñëè ñèìâîëû íå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?

Îòâåò: Anm =
m!

(m− n)!
.

3. À åñëè ê òîìó æå ïåðâàÿ áóêâà � a?

Îòâåò: An−1m−1.

4. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 2n ÷åëîâåê íà ïàðû?

Îòâåò:
C2

2n · C2
2n−2 · . . . · C2

2

n!
(çäåñü ÷èñëèòåëü îçíà÷àåò, ÷òî ìû

ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàëè ïî îäíîé ïàðå, à çíàìåíàòåëü � ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà ïàð íå âàæíà, òàê êàê äåëèì íà ÷èñëî
ïåðåñòàíîâîê n ïàð).

5. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà 100100?

Îòâåò: 100100 = 22 · 52 · 7 · 11 · 13, ñïîñîáîâ � 3 · 3 · 2 · 2 · 2 = 72.

6. Èìååòñÿ k êîðîáîê è n îäèíàêîâûõ øàðîâ. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ
ðàçëîæèòü øàðû ïî êîðîáêàì, ÷òîáû âñå êîðîáêè áûëè íåïóñòû
(ôîðìóëà øàðîâ è ïåðåãîðîäîê)?

Îòâåò: Ck−1
n−1 (äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íóæíî ðàññòàâèòü n øàðîâ

â ðÿä è âûáðàòü èç n − 1 ìåñò ìåæäó íèìè k − 1 ìåñò ïîä k − 1
ïåðåãîðîäîê).

7. Òî æå ñàìîå, íî òåïåðü êîðîáêè ìîãóò áûòü ïóñòû.

Îòâåò: Ck−1
n+k−1 (òåïåðü íóæíî ðàññòàâèòüm øàðîâ è k−1 ïåðåãî-

ðîäîê ìåæäó ñîáîé. Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à: èç n+ k− 1 îáúåêòîâ
âûáðàòü òå k − 1, êîòîðûå áóäóò ïåðåãîðîäêàìè).
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8. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + · · ·+ xn = n?

Îòâåò: Ck−1
n−1 (èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó øàðîâ è ïåðåãîðîäîê).

9. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî

x1 + x2 + · · ·+ xk 6 n?

Ðåøåíèå. Äîáàâèì xk+1 = n−x1−x2−. . .−xk, ñâåëè ê ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.

Âû÷èñëåíèå ñóìì.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì â äàííîì ñåìèíàðå èñïîëüçîâàíà ôîð-
ìóëà áèíîìà Íüþòîíà (â ÷àñòíîì ñëó÷àå y = 1):

n∑
k=0

Ck
nx

k = (1 + x)n.

1. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

(−1)kCk
n = 0, ïîäñòàâèâ â áèíîì x = −1.

2. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

kCk
n, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ áèíîì ïî x è

ïîäñòàâèâ x = 1.

3. Âû÷èñëèòü
n∑
k=0

1

k + 1
Ck
n.

Îòâåò: ýòà ñóììà ðàâíà

x∫
0

n∑
k=0

Ck
nt
kdt =

x∫
0

(1+ t)ndt =
(1 + x)n+1

n+ 1

â òî÷êå x = 1.
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4. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

(Ck
n)2 = Cn

2n.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëå-
íîâ (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n. Êîýôôèöèåíò ïðè xn â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåí Cn
2n, à â ëåâîé ÷àñòè

n∑
k=0

Ck
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(
Ck
n

)2
.

5. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

(−1)kCk
nk

2 ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ áèíîìà è ïîäñòàíîâêè x = −1.

6. Âû÷èñëèòü

n/2∑
k=0

C2k
n .

Îòâåò:
1

2

(
(1− x)n + (1 + x)n

)
ïðè x = 1.

7. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

kxk.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóììû ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè
n∑
k=0

xk =
xn+1 − 1

x− 1
.

8. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñóììû
b∑

k=a

g(n) óäàåòñÿ ïîäîáðàòü òà-

êóþ ôóíêöèþ F (n), ÷òî F (n+1)−F (n) = g(n). Â ýòîì ñëó÷àå ñóì-

ìà ¾ñõëîïûâàåòñÿ¿ äî äâóõ ñëàãàåìûõ:
b∑

k=a

g(n) = F (b+1)−F (a).

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ òåëåñêîïèåé äëÿ ôóíêöèè g è ÿâëÿåò-
ñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïåðâîîáðàçíîé, à ôîðìóëà ñóììèðîâà-
íèÿ � äèñêðåòíûé àíàëîã ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà âû÷èñëå-
íèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
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Ïðèìåð: ñóììà
b∑

k=a

1

k(k + 1)
ÿâëÿåòñÿ òåëåñêîïè÷åñêîé,

F (k) =
−1

k
.

9. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

cos(kx), ïðèìåíèâ êîìïëåêñèôèêàöèþ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà eix = cosx + i sinx.

Òîãäà íàøà ñóììà çàïèøåòñÿ â âèäå Re
n∑
k=0

eikx. Äàëåå eix çàìå-

íÿåòñÿ íà íîâóþ ïåðåìåííóþ z è ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

10. Âû÷èñëèòü
n∑
k=0

Ck
n cos(kx).

Óêàçàíèå. Ýòà ñóììà ïîñëå çàìåíû cos(kx) íà Re(eikx) ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ áèíîì Íüþòîíà (1 + eix)n. Îñòàåòñÿ âçÿòü äåéñòâè-
òåëüíóþ ÷àñòü. Ýòî óäîáíåå âñåãî ñäåëàòü, ïðåäñòàâèâ êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî 1 + eix â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå reiϕ.

Àíàëîãè÷íî, ñ ïðèìåíåíèåì âñåãî àïïàðàòà ýòîãî ñåìèíàðà âû-

÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñóììû:
n∑
k=0

kCk
n cos(kx),

n∑
k=0

k2Ck
n cos(kx),

n∑
k=0

1

k
Ck
n cos(kx).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ:

a) Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

Ck
n2n−k cos(kx+ ϕ).
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á) Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

n4.

â) Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
k=0

m∑
t=0

cos(ka − tb)kCt
n, óêàçàâ ñïîñîá ïîä-

ñ÷¼òà. Äî çàìêíóòîé ôîðìû îòâåòà äîïóñòèìî íå äîâîäèòü.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

1. Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak = Ck
n

(ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè k > n Ck
n = 0).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà è çàìåòèì,
÷òî (1 + x)n � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ.

2.Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç åäèíèö.

Ðåøåíèå. Ñóììà
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå áåñêî-

íå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à çíà÷èò, èñêîìàÿ

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ �
1

1− x
.

3. Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è Fib(x).

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ðåêóððåíò äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: F0 = F1 = 1,
Fn = Fn−1 +Fn−2 ïðè n > 2. Äîìíîæèì íà xn è ïðîñóììèðóåì îò

0 äî∞. Îáîçíà÷èì Fib(x) =
∞∑
n=0

Fnx
n. Òîãäà ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ

ïîëó÷èì ñëåâà Fib(x)− F0 − F1x (â ñóììå åñòü âñå ñëàãàåìûå ñî
âòîðîãî, òàê êàê ðåêóððåíòà çàïèñàíà äëÿ n > 2, ïîýòîìó äîáàâèì
ïåðâûå 2 ñëàãàåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ Fib(x) è âû÷òåì èõ). Ñïðàâà
ïîëó÷èì

∞∑
n=2

Fn−1x
n +

∞∑
n=2

Fn−2x
n = x(Fib(x)− 1) + x2Fib(x).
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Íàõîäèì òîãäà Fib(x) =
1

1− x− x2
. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íàéäåí-

íîé Fib(x) â ðÿä Òåéëîðà ïîëó÷àåì

Fib(x) =
∞∑
n=0

xn
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è:

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
.

4. Îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Êàòàëàíà. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷è-
ñåë Êàòàëàíà Cat(x).

×èñëà Êàòàëàíà ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â
äàííîé çàäà÷å áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíîå çàäàíèå ýòèõ ÷è-
ñåë: C1 = 1, C2 = C1C1, à Ck = C1Ck−1 + C2Ck−2 + · · · + Ck−1C1

ïðè k > 3.

Ââåäåì Cat(x) =
∞∑
n=0

Cnx
n. Âîçâåäåì â êâàäðàò:

Cat2(x) = C1C1x
2+(C1C2+C2C1)x

3+(C1C3+C2C2+C3C1)x
4+· · · .

Çàìåòèì, ÷òî Cat2(x) = Cat(x) − x, îòêóäà ïîëó÷àåì èñêîìóþ

Cat(x) =
1−
√

1− 4x

2x
. Çíàê (−) âûáðàí ïîòîìó, ÷òî Cat(0) = 0.

Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Cat(x) â ðÿä Òåéëîðà ìîæíî ïîëó÷èòü

ÿâíóþ ôîðìóëó Cn =
1

n+ 1
Cn

2n.

5. Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà ñ ÷¼òíûìè
íîìåðàìè.

Îòâåò:
Cat(x) + Cat(−x)

2
.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Íàéòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé:

à) (1, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), ãäå åäèíèöû ñòîÿò ÷åðåç m íóëåé ìåæäó
íèìè;

á) an = n;

â) an = 2n;

ã) an = C3n, ãäå Ck � k-îå ÷èñëî Êàòàëàíà.

À òåïåðü ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé.
Ïóñòü ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè t îòêëàäûâàåòñÿ âðåìÿ, äèñêðåòíî,
ïî îäíîé ñåêóíäå. Êàæäóþ ñåêóíäó ìû øàãàåì ïî âåðòèêàëüíîé
îñè ëèáî ââåðõ, ëèáî âíèç, ðîâíî íà åäèíèöó. Íà÷èíàåòñÿ ïóòü
èç (0, 0). Ñêîëüêî åñòü òàêèõ ïóòåé, ÷òî çà n ñåêóíä îíè íè ðàçó
íå îïóñòèëèñü íèæå 0 è çàêîí÷èëèñü òîæå â íåêîòîðîé íåîòðèöà-
òåëüíîé òî÷êå?
Ðåøåíèå. Ïóñòü f(n) � êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé çà n øàãîâ. Òîãäà
èç êàæäîãî òàêîãî ïóòè ïîëó÷àþòñÿ äâà íîâûõ õîðîøèõ (n + 1
øàã ëèáî ââåðõ, ëèáî âíèç), êðîìå òîé ñèòóàöèè, êîãäà n-ûé øàã
çàêîí÷èëñÿ íà 0. Ïóñòü g(n) � êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé, ÷òî îíè
íà÷àëèñü â (0, 0) è çàêîí÷èëèñü â (n, 0). Òîãäà ïîëó÷àåì f(n) =
= 2f(n− 1)− g(n). Îñòàëîñü íàéòè g(n) è ðåøèòü ðåêóððåíò.
Äëÿ íå÷¼òíûõ n èìååì g(n) = 0 (êîë-âî øàãîâ ââåðõ íå ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ êîë-âó øàãîâ âíèç). Äëÿ ÷¼òíûõ n = 2k èìååì g(2k) =
Ck (ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñåãî ïóòåé èç (0, 0)
â (2k, 0) � Ck

2k, òàê êàê âûáèðàåì èç âñåõ øàãîâ òå, ÷òî ââåðõ).
Ïîäñ÷èòàåì òå, ÷òî îïóñêàëèñü íèæå 0. Î÷åâèäíî, îíè ïåðåñåêàëè
ïðÿìóþ x = −1. Âîçüìåì ïåðâóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïóòè è x =
−1, îòðàçèì âåñü ïóòü ïîñëå ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî x = −1,
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à äî ýòîé òî÷êè îñòàâèì òîò, ÷òî áûë. Ïîëó÷èì áèåêöèþ ìåæäó
ïóòÿìè èç (0, 0) â (2k, 0) òàêèìè, ÷òî îíè îïóñêàëèñü íèæå 0, è
âñåìè ïóòÿìè èç (0, 0) â (2k,−2). Èõ Ck−1

2k (âûáèðàåì òå k − 1
ïóòåé, ÷òî âåëè ââåðõ). Ïîýòîìó g(n) = 0 íà íå÷¼òíûõ n è g(n) =
Ck

2k − Ck−1
2k ïðè n = 2k.

Îñòàåòñÿ ðåøèòü ðåêóððåíò: f(n+ 1) = 2f(n)− g(n). Äîìíîæàåì
íà xn + 1 è ñóììèðóåì äî áåñêîíå÷íîñòè ïî n:

f(0) +
∞∑
n=0

f(n+ 1)xn+1 = 2x
∞∑
n=0

f(n)xn − x
∞∑
n=0

g(n)xn + 1.

Îáîçíà÷àåì F (x) =
∞∑
n=0

f(n)xn. Òîãäà F (x) = 2xF (x)−x
∞∑
n=0

g(n)xn =

= 2xF (x)− x
∞∑
n=0

Cnx
2n.

Çàìåòèì, ÷òî
∞∑
n=0

Cnx
2n =

1−
√

1− 4x2

2x2
.

Íàõîäèì F (x) =
1

2x

(√
1 + 2x

1− 2x
− 1

)
. Îáîçíà÷àåì 2x = t:

1

t

(√
1 + t

1− t
− 1

)
=

1

t

(
(1 + t)(1− t2)−1/2 − 1

)
=

= 1 +
∞∑
n=0

1 · 3 · . . . · (2k − 1)

2kk!

(
t2k−1 + t2k

)
.

Âûïîëíÿåì îáðàòíóþ çàìåíó:

F (x) = 1 +
∞∑
n=0

1 · 3 · . . . · (2k − 1)

2kk!

(
22k−1x2k−1 + 22kx2k

)
.

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: f(0) = 1, f(2k−1) = 2k−1
1 · 3 · . . . · (2k − 1)

k!
,

f(2k) = 2f(2k − 1).
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Ñåìèíàð ïî ãåîìåòðèè.

1. ×åðåç äàííóþ òî÷êó P , ëåæàùóþ íà äàííîé îêðóæíîñòè, è
äàííóþ òî÷êó Q, ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé è íå ñîâïàäàþùóþ
ñ P ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ âòîðîé
ðàç äàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå R, à äàííóþ ïðÿìóþ � â òî÷-
êå S. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåìûå ýòèì ïîñòðîåíèåì âñåâîçìîæ-
íûå ïðÿìûå RS ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ëåæàùåé íà äàííîé
îêðóæíîñòè.

Óêàçàíèå. Ïóñòü äàííàÿ îêðóæíîñòü Ω, à äàííàÿ ïðÿìàÿ l. Ïðî-
âåäåì êàêóþ-íèáóäü RS. Ïóñòü RS ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êå M . ×å-
ðåç òî÷êó M ïðîâåäåì íîâóþ ïðÿìóþ S ′R′, ãäå S ′ ∈ l, R′ ∈ Ω.
Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèå óãëû ðàâíû: ∠SQP = ∠SRP =
= ∠S ′R′P , ÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå.

2 (ÌÔÒÈ-1987 áèëåò 1). Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà 4ABC âûáðàíû òî÷êè K, L òàê, ÷òî AK = KL =
= LB. Íàéòè óãëû 4ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî CK =

√
2 · CL.

Óêàçàíèå. Ïîæàëóé, ñàìîå êîðîòêîå ðåøåíèå � îáîçíà÷èòü
CL = x, CK =

√
2x, CB = a, BL = y (íà AB òî÷êè èäóò â

ïîðÿäêå A,K,L,B), à çàòåì çàïèñàòü ôîðìóëó ìåäèàíû CL äëÿ
4CKB.

Îòâåò: cos∠CBA =

√
2

3
.

3. Äàí òðåóãîëüíèê 4ABC. Íà åãî ñòîðîíàõ AB è BC âíåø-
íèì îáðàçîì ïîñòðîåíû êâàäðàòû ABKL è BCDF . Äîêàçàòü, ÷òî
ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ìåäèàíó BM òðåóãîëüíèêà 4ABC, ïåðïåí-
äèêóëÿðíà KF .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
−→
BA =

−→
b ,
−−→
BC = −→a ,

−−→
FB =

−→
d ,
−−→
BK = −→c .

Òîãäà 2
−−→
BM = −→a +

−→
b , à

−−→
KF = −→c +

−→
d . Îñòàëîñü ïåðåìíîæèòü

(−→a +
−→
b )(−→c +

−→
d ) è ó÷åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïàð âåêòîðîâ

−→
b ,−→c

è −→a ,
−→
d .
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4. Òåîðåìà (îá îðòîòðåóãîëüíèêå). Îðòîòðåóãîëüíèê 4A1B1C1

òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî � îñ-
íîâàíèÿ âûñîò4ABC. Äîêàçàòü, ÷òî â îðòîòðåóãîëüíèêå âûñîòû
4ABC � áèññåêòðèñû.

Óêàçàíèå.Èäåÿ ðåøåíèÿ îñíîâàíà íà ïîäîáèè4ABC ∼ 4A1B1C.
Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî óãëîâ ∠CAB = ∠B1A1C = ∠C1A1B,
îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî AA1 � áèññåêòðèñà ∠C1A1B1.

5. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé 4ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C. Âíåâïèñàí-
íûå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ êàòåòîâ AC è BC â òî÷êàõ E è
F , îòñåêàþò íà íèõ îòðåçêè CE = 15, CF = 3. Íàéòè ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà 4ABC.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷å-
ðåç ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè S = (p − AB)rAB, ãäå p �
ïîëóïåðèìåòð, rAB � ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþ-
ùåéñÿ AB è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

Îòâåò. S = 15 · 3. ßñíî, ÷òî â îáùåì âèäå áóäåò S = rACrBC .

6. Ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 1. ×åðåç åãî öåíòð ïðîâåäåíà ïðÿ-
ìàÿ. Âû÷èñëèòå ñóììó êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò ÷åòûðåõ âåðøèí
êâàäðàòà äî ýòîé ïðÿìîé.

Óêàçàíèå. Ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå êâàä-
ðàòà. Çàïèñàòü ñóììó êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò êàæäîé âåðøèíû
äî ïðÿìîé y = kx ïî ôîðìóëå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (x0, y0) äî

ïðÿìîé ax+ by + c = 0: ρ
(
(x0, y0), ax+ by + c

)
=
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

Ñåìèíàð ïî äåëèìîñòè è óðàâíåíèÿì â öåëûõ
÷èñëàõ.

Äåëèìîñòü.

1. Äîêàçàòü, ÷òî n3 + 5n ... 6.
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Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè: n3 + 5n = n(n2 + 5). ×¼ò-
íîñòü î÷åâèäíà (ìíîæèòåëè èìåþò ðàçíûå ÷¼òíîñòè). Äîêàæåì
äåëèìîñòü íà 3. Âûêèíåì 3n: îñòàíåòñÿ n(n2 + 2). Åñëè n èìååò
îñòàòîê 1 èëè 2, òî âòîðîé ìíîæèòåëü äåëèòñÿ íà 3, à åñëè 0, òî
ïåðâûé.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n: 11n+2 + 122n+1 ... 133.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ.

3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 2n − 2 äåëèòñÿ íà n, òî 22n−1 − 2 äåëèòñÿ
íà 2n − 1.

Óêàçàíèå. Âûíåñòè äâîéêó. Òîãäà 2(22n−2−1) = 2(2kn−1) ... 2
n−1.

4. Äîêàçàòü íåñîêðàòèìîñòü äðîáè
21n+ 4

14n+ 3
ïðè ëþáûõ íàòóðàëü-

íûõ n.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà, ÷òîáû íàéòè íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 21n+ 4 è 14n+ 3: (21n+ 4, 14n+ 3) =
= (7n + 1, 14n + 3) = (7n + 1, 7n + 2) = 1, òàê êàê 7n + 1 è
7n+ 2 � ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

5. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ÷èñåë âèäà p2−1, ãäå
p � ïðîñòîå, áîëüøåå òðåõ.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè: (p − 1)(p + 1). Îáå ñêîáêè
÷¼òíûå, ïðè÷¼ì îäíà èç íèõ äåëèòñÿ íà 4. Çíà÷èò, p2 − 1 äåëèòñÿ
íà 8. Êðîìå òîãî, êàêîâ áû íè áûë îñòàòîê îò äåëåíèÿ p íà 3, p2−1
áóäåò äåëèòüñÿ íà 3 (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
äâóõ ñëó÷àåâ: p = 3k + 1 è p = 3k + 2). Çíà÷èò, p2 − 1 äåëèòñÿ íà
24. Äðóãîãî ÍÎÄà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ïðè p = 5 ïîëó÷àåì
p2 − 1 = 24.
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Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

1. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xy = x+ y + 3.

Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè è ïåðåáðàòü âàðèàíòû:

(x− 1)(y − 1) = 4 = 4 · 1 = 2 · 2 = 1 · 4.

2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 2k + 31 = y2 íå èìååò ðåøåíèé â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Óêàçàíèå. Ïðè k > 3 ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè
íà 8, à ó êâàäðàòîâ òàêîãî îñòàòêà íå áûâàåò. Çíà÷èò, k < 3.

3. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ 3x + 1 = 2y.

Óêàçàíèå. Ïîñìîòðåòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ 8 � ïîëó÷èì y 6 2.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 1 + x+ x2 + x3 = 2y â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èì (1 + x)(1 + x2) =
= 2y = 2y12y2 . Ðàññìàòðèâàåì 1 + x = 2y2 . Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 8 ïîëó÷àåì, ÷òî y2 < 3.

Îòâåò. (x, y) = (1, 1).

5. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3x + 55 = y2.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ïîñëåäíþþ öèôðó, ïðèéòè ê òîìó, ÷òî x
÷¼òíî. Ïåðåíåñòè 32k âïðàâî, è ðàçëîæèòü ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

6. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ nk+1 − n! = 5(30k + 11).

Óêàçàíèå. Çàìåòèì, ÷òî n íå÷¼òíî (èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ÷¼òíà).

Ïðè n > 5 ïîëó÷àåì n! ... 5, n
k+1−n! ... 5, à òîãäà n

... 5. Ïóñòü n = 5p,

ãäå p > 2, òàê êàê n > 5. Òîãäà (5p)k+1 + (5p)! ... 25, à 5 · (30k + 11)
íå êðàòíî 25.
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Êóðñ ïî âûáîðó ¾Àñòðîíîìèÿ¿.

1. Êàê äîëãî ìîæåò äëèòüñÿ ïîêðûòèå Þïèòåðà Ëóíîé? Ðàäèóñ
Ëóíû � 1734 êì, à áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû � 384400 êì.

Ðåøåíèå. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû � 27,3 ñóòîê, çíà÷èò Ëóíà
äâèæåòñÿ ïî íåáó îòíîñèòåëüíî çâ¼çä ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
360◦

27,3ñóò
= 13,18◦ â äåíü. Òàê êàê óãëîâîé äèàìåòð Ëóíû ïðèìåðíî

ðàâåí 0,5◦, çâåçäà ìîæåò íàõîäèòüñÿ çà Ëóíîé íå äîëüøå, ÷åì 0,91
÷àñà, èëè 55 ìèíóò.

Îòâåò: 55 ìèíóò èëè ìåíüøå.

2. Àñòåðîèä, îáðàùàþùèéñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî êðóãîâîé îðáèòå,
áûâàåò â ïðîòèâîñòîÿíèè ðîâíî ðàç â òðè ãîäà. Êàê äàëåêî îí
íàõîäèòñÿ îò Çåìëè â ìîìåíòû ýòèõ ïðîòèâîñòîÿíèé?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ, ñèíîäè÷åñêèé ïåðèîä àñòåðîèäà � 3 ãîäà.
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé 1

S
= 1− 1

T
, ïîëó÷àåì ïåðèîä îáðàùåíèÿ àñòå-

ðîèäà T = 1,5 ãîäà. Òîãäà ïî òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà áîëüøàÿ
ïîëóîñü 1,31 à.å., è â ìîìåíò ïðîòèâîñòîÿíèÿ îí óäàëåí îò Çåìëè
íà 0,31 àñòðîíîìè÷åñêóþ åäèíèöó.

Îòâåò: 0,31 à.å.

3. Âî âðåìÿ ïðèëèâîâ è îòëèâîâ åæåñóòî÷íî çàòðà÷èâàåòñÿ îãðîì-
íàÿ ýíåðãèÿ. Ýòà ýíåðãèÿ ðàñõîäóåòñÿ Ëóíîé. Â ÷åì ýòî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ?

Ðåøåíèå. Ýòî ýíåðãèÿ ¾îòáèðàåòñÿ¿ ó îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
Ëóíû, â ñëåäñòâèè ÷åãî îíà ìåäëåííî óäàëÿåòñÿ îò Çåìëè. Òàêæå
ýòà ýíåðãèÿ èä¼ò íà çàìåäëåíèå ñóòî÷íîãî âðàùåíèÿ Çåìëè.

4. Êðàòåðû Ëóíû êàêîãî äèàìåòðà ìîæåò ðàçãëÿäåòü ÷åëîâåê â
òåëåñêîï ñ äèàìåòðîì ãëàâíîãî çåðêàëà D = 150 ìì è ôîêóñíûì
ðàññòîÿíèåì F = 1000 ìì?

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå Ðýëåÿ íàéäåì ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü
òåëåñêîïà: 1, 22 λ

D
= 0, 92′′. Ïîä òàêèì óãëîì âèäíû ìåëü÷àéøèå
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ðàçðåøèìûå îáúåêòû. Èõ ëèíåéíûå ðàçìåðû ðàâíû
384400 · tg(0, 92′′) = 2 êì.

Îòâåò: 2 êì.

5 Îïðåäåëèòå âðåìÿ ýêñïîçèöèè ïðåäîñòàâëåííîé âàì ôîòîãðà-
ôèè.

Ðåøåíèå.Óãîë, êîòîðûé çâ¼çäû ïðîøëè îòíîñèòåëüíî ïîëþñà ìè-
ðà, ìîæíî èçìåðèòü òðàíñïîðòèðîì. Ýòîò óãîë ñîñòàâëÿåò îêîëî
30◦. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ çâ¼çä îòíîñèòåëüíî ïîëþñà ìèðà ðàâåí
îäíèì çâ¼çäíûì ñóòêàì T = 23÷ 56ì 04ñ, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
çà âðåìÿ ýêñïîçèöèè ïðîøëà äâåíàäöàòàÿ ÷àñòü çâåçäíûõ ñóòîê,
èëè îêîëî 2 ÷àñîâ.

Îòâåò: îêîëî 2 ÷àñîâ.

6. Âàì ïðåäîñòàâëåíû àñòðîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû Äåíåáà:
Ëó÷åâàÿ ñêîðîñòü � −4,7 êì/ñ.
Ñîáñòâåííîå äâèæåíèå � 2,8 mas/ãîä.
Ïàðàëëàêñ � 2,29 mas.
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Àáñîëþòíàÿ çâ. âåëè÷èíà � 6,95 m.
Åñëè áû ñâåòèìîñòü Äåíåáà âñåãäà áûëà ïîñòîÿííîé, êàêîé çâ¼çä-
íîé âåëè÷èíû äîñòèãëà áû åãî ìàêñèìàëüíàÿ ÿðêîñòü êîãäà-íè-
áóäü?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå äî Äåíåáà, çíàÿ ïàðàëëàêñ:
436,7 ïê. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ñîñòàâëÿåò
τ = 5,8 êì/ñ. Ïóñòü ëó÷åâàÿ ñêîðîñòü υ = −4,7 êì/ñ. Òàê êàê ëó-
÷åâàÿ ñêîðîñòü îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò çâåçäà ïðèáëèæàåòñÿ, ñëå-
äîâàòåëüíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó Äåíåáîì è Ñîëíöåì
ñîñòàâèò: S = R · sin θ, ãäå θ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñóììàð-
íîé ñêîðîñòè Äåíåáà è íàïðàâëåíèåì íà Ñîëíöå. Âûðàçèì sin θ
÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå ïîëíîé ñêîðîñòè: sin θ = 0,777; S = 340 ïê.
Äàëåå ïî ôîðìóëå Ïîãñîíà ïðîñòî âû÷èñëèòü áëåñê Äåíåáà íà
ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè: 0,71 m.

Îòâåò: 0,71 m.

7. Ðàññ÷èòàéòå, âî ñêîëüêî ñåãîäíÿ (7 èþëÿ) â Äîëãîïðóäíîì (øè-
ðîòà � 56◦, äîëãîòà � 37,5◦) íàñòóïèò èñòèííàÿ ïîëíî÷ü, çíàÿ,
÷òî â Äîëãîïðóäíîì çèìíåå âðåìÿ UTC +3.

Ðåøåíèå. Âðåìÿ UTC � èñòèííîå Ñîëíå÷íîå âðåìÿ íà Ãðèíâè÷-
ñêîì ìåðèäèàíå. Òàê êàê äîëãîòà ðàâíà 37,5◦, òî åñòü 2,5 ÷àñàì,
à ÷àñîâîé ïîÿñ � òð¼ì ÷àñàì, èñòèííàÿ ïîëíî÷ü íàñòóïàåò íà
ïîë÷àñà ïîçæå 00 : 00, òî åñòü â ïîëïåðâîãî íî÷è.

Îòâåò: 00 : 30.

8. Ïîñëå ïîëíîëóíèÿ ïðîøëî 10 äíåé. Â ýòîò ìîìåíò Ëóíà áûëà
â óçëå ñâîåé îðáèòû. Îöåíèòå çâ¼çäíóþ âåëè÷èíó Ëóíû.

Ðåøåíèå. Çà äåñÿòü äíåé Ëóíà ñìåñòèòñÿ îò òî÷êè ïîëíîëóíèÿ
íà óãîë 131,8◦, çíà÷èò, ôàçà Ëóíû ðàâíà 0,5 · (1 + cosϕ) = 0,17.
Çíà÷èò, Ëóíà ñòàëà íà 1,9 m òóñêëåå, ÷åì â ïîëíîëóíèå, è èìååò
çâåçäíóþ âåëè÷èíó −10,8 m.

Îòâåò: −10,8 m.
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9. Íà êàêîé âûñîòå íàä ãîðèçîíòîì ìîæíî óâèäåòü Ìèíòàêó
(δ = 0◦), Àëüäåðàìèí (δ = 65,5◦) è Ïîëëóêñ (δ = 28◦) ðîâíî íà
çàïàäå íà øèðîòå Ìîñêâû (ϕ = 55◦)?

Ðåøåíèå.Èç ïàðàëëàêòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà h = arcsin(sin δ)
sinϕ

. Ìèí-
òàêà � 0◦; Àëüäåðàìèí � íå îòõîäèò îò ñåâåðà äàëüøå, ÷åì íà
23,5◦, è íàáëþäàòü åãî íà çàïàäå íåâîçìîæíî; Ïîëëóêñ � 35◦

Îòâåò: Ìèíòàêà � 0◦, Àëüäåðàìèí � íåâîçìîæíî íàáëþäàòü íà
çàïàäå, Ïîëëóêñ � 35◦.

10. Îðáèòó êîìåòû ðàçðåçàëè ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Ñîëíöå.
Äîêàæèòå, ÷òî êîìåòà, ïðîõîäÿ îäèí èç ïîëó÷åííûõ ó÷àñòêîâ,
ïîëó÷àåò ðîâíî ñòîëüêî æå ñîëíå÷íîé ýíåðãèè, ñêîëüêî è çà âðåìÿ
ïðîõîæäåíèÿ îñòàâøåãîñÿ ó÷àñòêà.

Ðåøåíèå. Ïî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíà çàìåòàåìîé ïëîùàäè, òî åñòü êâàäðàòó ðàñ-
ñòîÿíèÿ. Íî îñâåùåííîñòü òîæå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàä-
ðàòó ðàññòîÿíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîõîäÿ îäèíàêîâûé öåíòðàëü-
íûé óãîë, òåëî ïîëó÷àåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè. Â íàøåì
ñëó÷àå óãëû ðàçâåðíóòûå è ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Êóðñ ïî âûáîðó ¾Íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà¿.

Çàäà÷è ïîäãîòîâëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåðèàëîâ èç
ñáîðíèêà çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó[6],[7].

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ.

1. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

5
√

32 + x− 2

x
.

Ðåøåíèå. Çäåñü óäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ. Ïîëîæèì y =
= 5
√

32 + x, òîãäà ïîëó÷èì:
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lim
x→0

5
√

32 + x− 2

x
= lim

y→2

y − 2

y5 − 32
=

= lim
y→2

1

y4 + 2y3 + 4y2 + 8y + 16
=

1

80
.

2. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(√
x4 + 8x2 + 3−

√
x4 + x2

)
.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞−∞.
Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

√
x4 + 8x2 + 3−

√
x4 + x2 =

x4 + 8x2 + 3− (x4 + x2)√
x4 + 8x2 + 3 +

√
x4 + x2

=

=
7 + 3

x2√
1 + 8

x2
+ 3

x4
+
√

1 + 1
x2

.

Â ñèëó ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé

lim
x→∞

(
7 +

3

x2

)
= 7,

lim
x→∞

√
1 +

8

x2
+

3

x4
=

√
lim
x→∞

(
1 +

8

x2
+

3

x4

)
= 1,

lim
x→∞

√
1 +

1

x2
=

√
lim
x→∞

(
1 +

1

x2

)
= 1,

ïîëó÷àåì:

lim
x→∞

(√
x4 + 8x2 + 3−

√
x4 + x2

)
=

7

2
.
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Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ.

1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y = ln 3

√
ex

1 + cos x
, x 6= π(2n+ 1), n ∈ N.

Ðåøåíèå. Çäåñü âûãîäíî ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèòü ôîðìóëó, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ:

y =
1

3
ln ex − 1

3
ln(1 + cos x) =

x

3
− 1

3
ln(1 + cos x).

Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì:

y′ =
1

3
− 1

3

(cosx)′

1 + cos x
=

1

3
+

1

3

sinx

1 + cos x
=

1 + tg x
2

3
.

2. Ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè:
x = t− sin t, y = 1− cos t, t ∈ (0; 2π). Íàéòè y′′xx.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì y′x:

y′x =
y′t
x′t

=
sin t

1− cos t
=

2 sin
(
t
2

)
cos
(
t
2

)
2 sin2

(
t
2

) = ctg

(
t

2

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïî x, ïîëó÷èì:

y′′xx =

(
ctg

(
t

2

))′
t

· 1

x′t
= − 1

2 sin2( t
2
)
· 1

1− cos t
= − 1

4 sin4( t
2
)
.
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Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.

1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
3x− 1

x2 − x+ 1
.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè äâóõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé òàê, ÷òîáû ÷èñëèòå-
ëåì ïåðâîé äðîáè áûëà ïðîèçâîäíàÿ çíàìåíàòåëÿ, ðàâíàÿ 2x− 1,
à ÷èñëèòåëåì âòîðîé äðîáè � åäèíèöà:

3x− 1

x2 − x+ 1
=

3

2
· 2x− 1

x2 − x+ 1
+

1

2
· 1

x2 − x+ 1
.

Èíòåãðàë îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

3

2

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx =

3

2

∫
d(x2 − x+ 1)

x2 − x+ 1
=

3

2
ln(x2 − x+ 1) + C1,

1

2

∫
dx

x2 − x+ 1
=

1

2

∫
d(x− 1

2
)

(x− 1
2
)2 + 3

4

=
1√
3

arctg
2x− 1√

3
+ C2.

Òàêèì îáðàçîì,∫
3x− 1

x2 − x+ 1
=

3

2
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3

arctg
2x− 1√

3
+ C.

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
arccos2(x)dx.

Ðåøåíèå. Ïóñòü u = arccos2 x, dv = dx; òîãäà

du = −2 arccosx√
1− x2

dx, v = x.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

∫
arccos2 xdx = x arccos2 x +

+ 2

∫
x arccosxdx√

1− x2
.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = arccosx,

dv =
xdx
√

1− x2
. Òîãäà du =

− dx
√

1− x2
, è, âû÷èñëèâ èíòåãðàë

v =

∫
xdx√
1− x2

= −
∫
d
√

1− x2 = −
√

1− x2 + C1,

âîçüì¼ì v = −
√

1− x2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∫
x arccosx√

1− x2
dx = −

√
1− x2 arccosx−

∫
dx =

= −
√

1− x2 arccosx− x+ C2.

Èòàê,

∫
arccos2 xdx = x arccos2 x− 2

√
1− x2 arccosx− 2x+ C.

3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ √
x2 − 3− 3

√
x2 + 3

√
x4 − 9

dx.

Ðåøåíèå.∫ √
x2 − 3− 3

√
x2 + 3√

x4 − 9
dx =

∫
dx√
x2 + 3

− 3

∫
dx√
x2 − 3

=

= ln(x+
√
x2 + 3)− 3 ln |x+

√
x2 − 3|+ C, |x| >

√
3.

4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
2x3 + x2 + 5x+ 1

(x2 + 3)(x2 − x+ 1)
dx.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè èìååò âèä

2x3 + x2 + 5x+ 1

(x2 + 3)(x2 − x+ 1)
=
Ax+B

x2 + 3
+

Cx+D

x2 − x+ 1
.
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Èç ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò, ÷òî èõ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

2 = A+ C (ïðè x3),

1 = −A+B + 3C (ïðè x2),

5 = A−B + 3C (ïðè x1),

1 = B + 3D (ïðè x0).

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå: A = 0, B = 1, C = 2, D = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
2x3 + x2 + 5x+ 1

(x2 + 3)(x2 − x+ 1)
dx =

1√
3

arctg
x√
3

+

+ ln(x2 − x+ 1) +
2
√

3
arctg

(
2x− 1
√

3

)
+ C.

Êóðñ ïî âûáîðó ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
ôèçèêè¿.

Ôèçèêà êàê íàóêà.

×åì çàíèìàåòñÿ ôèçèêà?
Ôèçèêà èçìåðÿåò, ñ÷èòàåò, ïðåäñêàçûâàåò, ýêñïåðèìåíòèðóåò.
Ôèçèêà ïîäãîíÿåò òåîðèþ ïîä ýêñïåðèìåíò.
Ôèçèêà ñâÿçûâàåò òåîðèþ è ýêñïåðèìåíò.
Ôèçèêà ñòðîèò ìîäåëü, ïîõîæóþ íà íàñòîÿùóþ, è îïèñûâàåò åå
÷èñëåííî.

Âî ãëàâå ôèçèêè ñòîèò ýêñïåðèìåíò. Ëþáàÿ òåîðèÿ, õîòü ñà-
ìàÿ êðàñèâàÿ, äîëæíà êàíóòü â ëåòó, åñëè îíà íå ñîãëàñóåòñÿ ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Â îòëè÷èå îò ìàòåìàòèêè, ôèçèêà � íàóêà îïèñà-
òåëüíàÿ, è äîëæíà òâåðäî ñòîÿòü íà çåìëå, íå óëåòàÿ â àáñòðàêò-
íûå ìîäåëè. Åñëè çàêîíû ôèçèêè íå îïèñûâàþò ðåàëüíîå ñîñòî-
ÿíèå âåùåé, òî òîëêó îò íèõ íåò.

Íà ñàìîì äåëå ñëîâî ¾îïèñûâàþò¿ íå ñîâñåì òî÷íî. ×òî âîîá-
ùå íóæíî, ÷òîá èìåòü ïðàâî ãîâîðèòü, ÷òî íåêèé çàêîí ïðàâèëüíî
îïèñûâàåò ðåàëüíîå ñîñòîÿíèå âåùåé?
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Ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò.
Ïðîâåñòè ìíîãî ýêñïåðèìåíòîâ.
Ïðîâåñòè ìíîãî ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Íàñêîëüêî ðàçíûõ?
Òàêèõ, ÷òîá ïîêðûâàëè ïî÷òè âñå ñëó÷àè.
Èçìåðèòü âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â çàêîí.

À ÷òî, åñëè îäèí èç ýêñïåðèìåíòîâ íå â òî÷íîñòè ñîâïàë ñ
ïðåäñêàçàííûìè ðåçóëüòàòàìè?
Òóò íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîãðåøíîñòè.
À åñëè öåëûé áîëüøîé êóñîê ýêñïåðèìåíòîâ íå ñîâïàäåò? Íî ïðè
ýòîì áîëüøàÿ ÷àñòü îïèñûâàåòñÿ âåðíî?
Äëÿ ýòîãî ìû îïðåäåëèì ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè.

Ïîãðåøíîñòü.

Ó âàñ ó âñåõ íàâåðíÿêà áûëè ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû, ãäå âû
ñ÷èòàëè ïîãðåøíîñòè. Äëÿ ÷åãî ýòî äåëàåòñÿ? Äåëî â òîì, ÷òî â
ôèçèêå ìû ðàáîòàåì ñ èäåàëèçàöèÿìè. Íà ñàìîì äåëå, ðåàëüíîìó
ìèðó ïëåâàòü íà íàøè ìîäåëè. Øàðèê íå îáÿçàí áûòü èäåàëüíî
ðîâíûì, à ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çàñå÷êàìè ëèíåéêè íå äîëæíû áûòü
îäèíàêîâûìè. Ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ îò ýòîé èäåàëüíîñòè ìû íàçû-
âàåì ïîãðåøíîñòüþ. Ìû íå ìîæåì åå âû÷èñëèòü. Åñëè áû ìîãëè
åå ïîìåðèòü, ìû áû ïðîñòî âû÷ëè åå èç îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòà-
òà è ïîëó÷èëè òî÷íûé. Ïîãðåøíîñòü ìû ìîæåì òîëüêî îöåíèòü.

Íàïðèìåð, ïîãðåøíîñòü ëèíåéêè ìû îöåíèâàåì ïðèìåðíî ðàâ-
íîé öåíå äåëåíèÿ. À ïîãðåøíîñòü ñëîæíîâû÷èñëåííîé âåëè÷èíû
ìû îöåíèâàåì ôîðìóëàìè, ñìûñë êîòîðûõ âàì îáúÿñíÿò íà ïåð-
âîì êóðñå. Äà âàì è ñàìèì ê òîìó âðåìåíè ñòàíåò ÿñíî.

Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè.

Êðîìå ýòîé íåòî÷íîñòè, íåòî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòà, åñòü åùå
íåòî÷íîñòü òåîðèè. Íà ñàìîì äåëå, íè îäèí çàêîí íå áóäåò ðà-
áîòàòü èäåàëüíî âî âñåõ óñëîâèÿõ. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàêîí

52



âûïîëíÿåòñÿ ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ, íàçûâàþò ãðàíèöàìè ïðèìå-
íèìîñòè.

Íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü èäåàëüíóþ ðàáîòó çàêîíà ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåãî ÷èñåë. Íî è òî, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè, óæå íåïëîõî. Êàêàÿ ðàçíèöà, ÷òî çàêîí
Íüþòîíà íå ðàáîòàåò ïðè ñêîðîñòÿõ ïîðÿäêà ñêîðîñòè ñâåòà, åñëè
ìíå íóæíî ðàññ÷èòàòü ïàäåíèå ÿáëîêà ñ âûñîòû 1 ìåòðà?

Ðåøåíèå çàäà÷.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå � íåáîëüøàÿ ìîäåëü, îòðàæåíèå
ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. ×òîáû å¼ ðåøèòü, íóæíî íàéòè
ïîäõîäÿùèå çàêîíû, çàäàþùèå ñâÿçü ìåæäó ðàçíûìè ïàðàìåòðà-
ìè ýòîãî ïðîöåññà, è âûðàçèòü òå ïàðàìåòðû, ÷òî íàì íåèçâåñòíû,
èñïîëüçóÿ òå, ÷òî èçâåñòíû. Èíîãäà íóæíî äàæå ñàìîìó ïîñòðî-
èòü íåáîëüøóþ ìîäåëü.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, è âîîáùå, òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà �
ýññåíöèÿ ñâÿçè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Îäíàêî, ââèäó ñòðóêòóð-
íîé ñëîæíîñòè è àáñòðàêòíîñòè ïðåäìåòà, ÷àñòî ïðåïîäà¼òñÿ íåäî-
ñòàòî÷íî ïîíÿòíî, ïðèîáðåòàÿ ïðè ýòîì îòðèöàòåëüíûå ñòîðîíû
êàê ôèçèêè (íåäîñòàòî÷íàÿ ôîðìàëüíîñòü), òàê è ìàòåìàòèêè
(àáñòðàêòíîñòü è íåíàãëÿäíîñòü). Íî äëÿ òîãî, ÷òîá îáñóæäàòü
òåîðìåõàíèêó, íåîáõîäèìî âíà÷àëå ââåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ.

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ðàçäåëàõ
ôèçèêè. Íà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ îñíîâûâàþòñÿ ïðàê-
òè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå çíàíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè � ìåðà å¼
èçìåíåíèÿ çà ìàëîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà. Äëÿ òåõ, êòî æåëàåò
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áîëåå ñòðîãîãî èçëîæåíèÿ, óòî÷íèì, ÷òî ÿ ðàññìàòðèâàþ òîëüêî
íåïðåðûâíûå è òàê íàçûâàåìûå ãëàäêèå ôóíêöèè, ãðóáî ãîâî-
ðÿ, � òå, ÷òî ìîæíî íàðèñîâàòü ïëàâíûì äâèæåíèåì êàðàíäàøà.

Ïðèâåä¼ì òðè èíòåðïðåòàöèè ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé:

1) Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðîèçâîäíîé íàçûâàþò êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé â äàííîé òî÷-
êå.

2) ×èñëåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ìàëûå ïðèðàùåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè ìàëûõ ïðèðà-
ùåíèÿõ àðãóìåíòà.

3) Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Åñëè êîîðäèíàòó ïðèíÿòü ôóíêöèåé âðåìåíè, òî ñêîðîñòü
áóäåò ïðîèçâîäíîé êîîðäèíàòû.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Äëÿ ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ââåäåì
÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ òàê: çàìîðàæèâàÿ îäíó ïåðåìåííóþ, äèô-
ôåðåíöèðóåì ïî âòîðîé, âîñïðèíèìàÿ ïåðâóþ êàê ïîñòîÿííûé ïà-
ðàìåòð.

Ìåòîä òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó. Îïðåäåëèì âíà÷àëå ôóíê-
öèþ, êîòîðóþ íàçîâ¼ì ëàãðàíæèàíîì. Ëàãðàíæèàí åñòü ðàçíîñòü
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

L = T − Π

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê è êèíåòè÷åñêàÿ, è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è èõ ïðîèçâîäíûõ (à èíîãäà è
âðåìåíè), ëàãðàíæèàí ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå òàê:

L = L(q, q′, t)
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Ìû èìååì â âèäó, ÷òî îí ìîæåò çàâèñåòü îò êàæäîé èç ýòèõ ïå-
ðåìåííûõ.

Â êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöè-
àëüíûìè ñèëàìè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà-
Ýéëåðà:

d

dt

∂L

∂q′
− ∂L

∂q
= 0

Ïîä áóêâîé d ïîíèìàåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à ïîä ∂ � ÷àñòíàÿ.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

T =
mv2

2
,Π = 0

Ëàãðàíæèàí âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
mv2

2
− 0 =

mv2

2

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà-Ýéëåðà â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ òàê:

d

dt

∂

∂q′
mv2

2
− ∂

∂q

mv2

2
=

d

dt

2mv

2
= m

dv

dt
= 0

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî q = x, q′ = v.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ma = 0. Ìû ïîëó÷èëè âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîé ñóììû ñèë.
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Çàêëþ÷åíèå.

Òî÷íûå íàóêè � ýòî ôóíäàìåíò íàøåãî ìèðà, äâèæóùàÿ ñèëà
ïðîãðåññà. Ýòî îñîáûé âçãëÿä íà ïðèâû÷íûå âåùè, êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò íàì îòêðûâàòü íîâûå ãîðèçîíòû êàê äëÿ ñåáÿ, òàê è äëÿ
âñåãî ÷åëîâå÷åñòâà.

Ìû áëàãîäàðèì Âàñ çà ó÷àñòèå â Ëåòíåé øêîëå, âåäü Âàø èí-
òåðåñ è ðâåíèå ê çíàíèÿì ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè îòâåòñòâåííîãî
îòíîøåíèÿ ê ñâîåé áóäóùåé ïðîôåññèè è ñóäüáå íàóêè â öåëîì.
Õî÷åòñÿ âåðèòü, ÷òî çàíÿòèÿ, êîòîðûå ìû äëÿ Âàñ ïðîâåëè, ïî-
ìîãóò Âàì ïðè ïîäãîòîâêå ê ïîñòóïëåíèþ â ÂÓÇ, ïîäàðÿò íîâûå
èäåè. Áóäåì ðàäû âèäåòü Âàñ â ïðèåìíîé êîìèññèè Ìîñêîâñêîãî
Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêîãî Èíñòèòóòà!

Äî íîâûõ âñòðå÷!
Âàø ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñîñòàâ.
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