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Тема 14. Сопряженные преобразования. Их свойства и 
координатное представление. Самосопряженные пре-
образования и их свойства. Существование ортонор-
мированного базиса, образованного из собственных 
векторов самосопряженного преобразования. 

 
 

Сопряженные операторы в евклидовом пространстве 
 

Операция скалярного произведения позволяет выделять в евклидо-
вых пространствах специфические классы линейных операторов, об-
ладающих рядом полезных свойств. 

 
 

Определение 
14.1. 

Линейный оператор $A+ , заданный в евклидовом 
пространстве E , называется сопряженным линейно-

му оператору $A , если ∀ ∈x y E,  имеет место ра-

венство ( $ , ) ( , $ )Ax y x A y= + . 

 
 

Пример 
14.1. 

В евклидовом пространстве, образованном бесконечно 
дифференцируемыми функциями, равными нулю вне не-
которого конечного интервала, со скалярным произведе-

нием ∫
+∞

∞−

τττ= dyxyx )()(),(  для линейного оператора 

τ
=

d

d
Â  сопряженным будет оператор 

τ
−=+

d

d
Â . 

Действительно, согласно правилу интегрирования несоб-
ственных интегралов по частям имеют место равенства 

=τ
τ
ττ−ττ=

=ττ
τ
τ=

∫

∫

∞+

∞−

+∞

∞−

∞−

∞+
d

d

dy
xyx

dy
d

dx
yxA

)(
)()()(

)(
)(

),ˆ(
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∫
+∞

∞−

+=τ
τ
τ−τ= )ˆ,()
)(

)(( yAxd
d

dy
x . 

 

Рассмотрим теперь конечномерное евклидово пространство E n  с 

базисом },...,,{ 21 nggg  и выясним связь матриц линейных операто-

ров $A  и $A+  в этом базисе, предположив, что сопряженный оператор 

существует. Пусть матрицы операторов $A  и $A+  имеют соответст-

венно вид $A
g

 и $A
g

+ , а координатные представления элементов 

x  и y  в базисе },...,,{ 21 nggg  –  

n

g
x

ξ

ξ
ξ

=
...

2

1

   и   ,
...

2

1

n

gy

η

η
η

=  

 

тогда равенство ( $ , ) ( , $ )Ax y x A y= +  можно записать как 
 

gggggggg
yAxyxA +Γ=Γ ˆ)ˆ(

TT ,   (14.1) 

 

где 
g

Γ  – матрица Грама выбранного в nE  базиса. 
 

В силу соотношения 
TTT)( ABBA =  последнее равен-

ство можно преобразовать к виду 

,0)ˆˆ(
TT =Γ−Γ +

gggggg
yAAx  

а поскольку это равенство справедливо при любых x  и y , то, приняв 

во внимание невырожденность матрицы Грама и проведя рассужде-
ния, аналогичные использованным при доказательстве леммы 06.2, 
заключаем, что матрица, стоящая в круглых скобках, – нулевая, а из 
соотношения 
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OAA
gggg

=Γ−Γ +ˆˆ T

 следует ,ˆˆ T1

gggg
AA ΓΓ= −+  

которое, в частности, для ортонормированного базиса { , ,..., }e e en1 2  

имеет вид 
Tˆˆ
ee

AA =+ . 

 
 

Лемма 
14.1. 

Если EyxyAx ∈∀= ,0)ˆ,( , то оператор Â  нулевой. 

 

 Доказательство. 
 

Пусть ∀ ∈x y E,  справедливо равенство ( , $ )x A y = 0 . Тогда 

оно будет верным и для x A y= $ . Но из равенства 

( $ , $ )A y A y = 0  согласно определению 13.1 следует, что 

.ˆ oyA =  Наконец, в силу произвольности элемента y  и опре-

деления 09.4 приходим к заключению, что $ $A O= . 
 

Лемма доказана. 
 

 

Теорема 
14.1. 

Каждый линейный оператор в евклидовом простран-

стве E n  имеет единственный сопряженный оператор. 
 

 Доказательство. 
 

Существование в nE  оператора $A+ , сопряженного оператору 
$A , следует из возможности построения матрицы вида 

ggg
A ΓΓ − T1 ˆ  для любого линейного оператора $A . 

Покажем теперь единственность $A+ . Предположим, что $A  

имеет два сопряженных оператора $A+  и $A× . Это означает, 
что ∀ ∈x y E,  одновременно выполнены равенства 
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 ( $ , ) ( , $ )Ax y x A y= +    и   ( $ , ) ( , $ )Ax y x A y= × . 

Вычитая их почленно, получим ( , ( $ $ ) )x A A y+ ×− = 0, но то-

гда по лемме 14.1 $ $ $A A O+ ×− = . 
 
Теорема доказана. 

 
 

Теорема 
14.2. 

Для любых линейных операторов $A  и $B , действую-
щих в E , имеет место равенство 

( $ $) $ $AB B A+ + += . 
 

 Доказательство. 
 

Имеет место ∀ ∈x y E,  

(( $ $) , ) ( , $ $ ) ( $ , $ ) ( $ $ , )AB x y x ABy A x By B A x y+ + + += = = . 

Это означает, что 0),)ˆˆ)ˆˆ((( =− +++ yxABBA  ∀ ∈x y E,  и в 

силу леммы 14.1 ( $ $) $ $ $AB B A O+ + +− = . 

 
Теорема доказана. 

 
 

Теорема 
14.3. 

Имеет место равенство ( $ ) $A A+ + = . 

 

 Доказательство. 
 
∀ ∈x y E,  справедливы равенства 

(( $ ) , ) ( , $ ) ( $ , )A x y x A y Ax y+ + += = . 

Откуда следует, что (( $ ( $ ) ) , )A A x y− =+ + 0  ∀ ∈x y E,  и то-

гда по лемме 14.1 $ ( $ ) $A A O− =+ + . 

 
Теорема доказана. 
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Теорема 
14.4. 

Ортогональное дополнение области значений опера-

тора $A  в nE  является ядром оператора $A+ . 
 

 Доказательство. 
 

1°. Покажем вначале, что ядро оператора $A+ , обозначаемое че-

рез ker $A+ , содержится во множестве Π  – ортогональном 

дополнении области значений оператора $A . 

Действительно, любой элемент y A∈ +ker $ , то есть такой, 

что $A y o+ = , ортогонален элементу b Ax x En= ∈$ , , по-

скольку 
 

( , ) ( $ , ) ( , $ )b y Ax y x A y= = =+ 0. 
 

2°. Теперь сравним размерности ker $A+  и Π . С одной стороны, 

в силу невырожденности базисной матрицы Грама и теоремы 
09.7 

 
 

.ˆrgˆrg)ˆ(rg

ˆrg)ˆkerdim(

TT1
AnAnAn

AnA

−=−=ΓΓ−=

=−=

−

++

 

 
Но, с другой стороны, по теореме 09.5 размерность области 

значений $A  равна rg $A , поэтому (по свойству ортогональ-

ного дополнения) An ˆrgdim( −=)Π . 

Наконец, из соотношений )dim()ˆkerdim( Π=+A  и 

Π⊂+Âker  следует совпадение множеств +Âker  и Π . 

 
Теорема доказана. 
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Замечания:   1) в использованных обозначениях теорема 14.4 допус-
кает формулировку, совпадающую с формулировкой 
теоремы 07.5 (Фредгольма), поскольку равенство 
$Ax b=  означает, что элемент b  принадлежит об-

ласти значений линейного оператора $A . 

2) в предположении, что столбцы y  и b  суть 

координатные представления элементов mE  в орто-
нормированном базисе, также и нижеследующую 
формулировку: 

 
 

 

Теорема 
14.5 
(Фред-
гольма). 

Система линейных уравнений A x b=  со-

вместна тогда и только тогда, когда каждое решение 

однородной сопряженной системы oyA =T
 

ортогонально столбцу свободных членов b . 

 
 

Самосопряженные операторы 
 

 

Определение 
14.2. 

Линейный оператор $R , действующий в евклидовом 
пространстве E , называется самосопряженным, если 
∀ ∈x y E,  имеет место равенство 

)ˆ,(),ˆ( yRxyxR = . 
 

 

Пример 
14.2. 

В евклидовом пространстве операторы вида , 
$ $AA+  и $ $A A+  будут самосопряженными для любого ли-

нейного оператора $A . 
 

Действительно, для оператора $ $A A+ , например, имеем, 
что ∀ ∈x y E, . 
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 ( $ $ , ) ( $ , $ ) ( , $ $ )A Ax y Ax Ay x A Ay+ += = , 

откуда и следует его самосопряженность. 
 

Свойства самосопряженных операторов сформулируем в виде сле-
дующих утверждений. 

 
 

Лемма 
14.2. 

Линейный оператор $R  в nE  является самосопряжен-
ным тогда и только тогда, когда его матрица в каждом 
ортонормированном базисе симметрическая. 

 

 Доказательство. 
 

Из определения 14.2 и формулы 
gggg

RR ΓΓ= −+ T1 ˆˆ  

для некоторого ортонормированного базиса { , ,... , }e e en1 2  в 

силу самосопряженности оператора R̂  имеем $ $
T

R R
e e
= . 

 Перейдем теперь к другому ортонормированному базису 

},...,,{ 21 neee ′′′ . Матрица перехода S , как было показано ра-

нее, ортогональная, то есть для нее 
T1

SS =−
. Поэтому 

.ˆˆˆ

ˆ)(ˆ

)ˆ()ˆ(ˆ

1T

TTTTTT

TTT1T

eee

ee

eee

RSRSSRS

SRSSRS

SRSSRSR

′

−

−

′

===

===

===

 

 

Верно и обратное: если 
ee

RR ˆˆ T
= , то nEyx ∈∀ ,  

).ˆ,(ˆˆˆ

)ˆ(ˆ),ˆ(

TTTT

TT

yRxyRxyRxyRx

yxRyxRyxR

eeeeeeee

eeeee

====

===

+
 

 

Лемма доказана. 
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Признак самосопряженности может быть сформулирован как 
 

 

 

Следствие 
14.1 

Если линейный оператор в En  имеет симметрииче-
скую матрицу в некотором ортонормированном ба-
зисе, то он самосопряженый. 

 
 

Лемма 
14.3. 

Все собственные значения самосопряженного опера-

тора $R  в En  вещественные числа. 
 

 Доказательство. 
 

Допустим противное: пусть характеристическое уравнение са-

мосопряженного оператора $R  имеет комплексный корень 
iβ+α=λ , где 0≠β . 

 По теореме 10.4 оператор $R  в этом случае имеет двумерное 
инвариантное подпространство. То есть существует пара ли-
нейно независимых элементов x  и y  таких, что 
 





β+α=
β−α=

.ˆ
,ˆ

xyyR

yxxR
 

 

Умножая эти равенства скалярно: первое – справа на y , второе 

– слева на x , получим 
 





β+α=
β−α=

).,(),()ˆ,(

),,(),(),ˆ(

xxyxyRx

yyyxyxR
 

 

Вычитая почленно второе равенство из первого и принимая во 

внимание самосопряженность $R , приходим к заключению, что 

0)(
22 =+β yx . Однако это противоречит предположению 

о том, что 0≠β . 

 
Лемма доказана. 
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Лемма 
14.4. 

Собственные векторы самосопряженного оператора, 
отвечающие различным собственным значениям, по-
парно ортогональны. 

 

 Доказательство. 
 

Пусть для самосопряженного оператора $R  имеют место равен-

ства 111
ˆ ffR λ=  и 222

ˆ ffR λ= , где ненулевые элементы f1  

и f 2  – собственные векторы оператора $A  и 21 λ≠λ  – соот-

ветствующие им собственные значения. Умножив эти равенства 
соответственно: первое – скалярно справа на f 2 , второе – ска-

лярно слева на f1 , получим 
 





λ=
λ=

),()ˆ,(

),,(),ˆ(

22121

21121

fffRf

ffffR
   или   





λ=
λ=

).,()ˆ,(

),,(),ˆ(

21221

21121

fffRf

ffffR
 

  

Вычитая эти равенства почленно и учитывая, что $R  – самосо-
пряженный оператор, приходим к равенству 

0),()( 2121 =λ−λ ff , 

откуда ( , )f f1 2 0= . 

 
Лемма доказана. 

 
 

Лемма 
14.5. 

Пусть ′E  – инвариантное подпространство самосопря-

женного оператора $R , действующего в E , и пусть ′′E  
– ортогональное дополнение к ′E  в E . Тогда ′′E  – 

также инвариантное подпространство оператора $R . 
 

 Доказательство. 
 

′E  инвариантно для оператора $R , то есть 

∀ ∈ ′ ∈ ′x E Rx E: $ . 

Если ′′E  – ортогональное дополнение ′E , то Ex ′∈′∀  и 

0),(: =′′′′′∈′′∀ xxEx . 
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 Поскольку ′E  – инвариантное подпространство $R , то будет 

также иметь место ( $ , )Rx x′ ′′ = 0 . Но в силу самосопряженно-

сти $R  и ( , $ )′ ′′ =x Rx 0 . Последнее равенство означает, что 

ExExR ′′∈′′∀′′∈′′ˆ , 

то есть и подпространство ′′E  будет инвариантным для опера-

тора $R . 
 
Лемма доказана. 

 
 

Теорема 
14.6. 

Для любого самосопряженного оператора $R  в En  
существует ортонормированный базис, состоящий из 

собственных векторов $R . 
 

 Доказательство. 
 

Для самосопряженного оператора $R  в En  существует, по 

крайней мере, одно собственное значение 1λ . По лемме 14.3 

это собственное значение вещественно. Из системы уравнений 

(10.1) можно найти отвечающий 1λ  собственный вектор e1 . 

Без ограничения общности можно считать, что e1 1= . Если 

1=n , то доказательство завершено. 

Рассмотрим 1E  – линейную оболочку элемента e1 , являющую-

ся одномерным инвариантным собственным подпространством 
$R . Пусть E n−1  – ортогональное дополнение к E1 . Тогда по 

лемме 14.5 E n−1  – также инвариантное подпространство опе-

ратора $R . 

Рассмотрим теперь оператор $R  как действующий только в 

E n−1 . Тогда очевидно, что $R  – самосопряженный оператор,  

заданный в E n−1 , поскольку E n−1  инвариантно относительно 
$R  по лемме 14.5 и, кроме того, 
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 ∀ ∈ =x y E Rx y x Ryn, : ( $ , ) ( , $ ) , 

в том числе и ∀ ∈ −x y En, 1 . 

Применяя изложенные выше рассуждения, найдем новое собст-

венное значение 2λ  и соответствующий ему собственный век-

тор e2 . Без ограничения общности можно считать, что 

e2 1= . При этом 2λ  может случайно совпасть с 1λ , однако 

из построения ясно, что ( , )e e1 2 0= . 

Если 2=n , то построение базиса завершено. Иначе рассмот-

рим E2  – линейную оболочку { , }e e1 2  и ее ортогональное 

дополнение E n−2 , найдем новое собственное значение 3λ  и 

соответствующий ему собственный вектор e3  и т.д.  

Аналогичные рассуждения проводим до исчерпания En . 
 
Теорема доказана. 

 
 

Следствие 
14.2. 

В базисе, построенном в теореме 14.6, самосопряжен-

ный оператор $R  имеет диагональную матрицу в 

En . 
 

 Доказательство. 
 

Вытекает из замечания о важности собственных векторов. 
 

 

Следствие 
14.3. 

Размерность собственного инвариантного подпро-
странства, отвечающего некоторому собственному 
значению самосопряженного оператора, равна крат-
ности этого собственного значения. 

 

 Доказательство. 
 

Следует из доказательства теоремы 14.6. 
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Следствие 
14.4. 

Если линейный оператор $R  в En  имеет n  попарно 
ортогональных собственных векторов, то он само-
сопряженный. 

 
 Доказательство. 

 

Пронормируем собственные векторы оператора $R  и примем их 
за ортонормированный базис, в котором матрица этого линей-

ного оператора $R
e
 диагональная и, следовательно, симмет-

рическая. Тогда в силу леммы 14.2 линейный оператор $R  са-
мосопряженный. 
 

Следствие доказано. 
 

 

Следствие 
14.5. 

Если R  симметрическая матрица, то существу-

ет ортогональная матрица Q  такая, что матри-

ца 

D Q R Q Q R Q= =
−1 T

 

 
диагональная. 

 
 Доказательство. 

 

В ортонормированном базисе симметрическая матрица R  

определяет самосопряженный оператор в En , поэтому в каче-

стве искомой матрицы Q  можно выбрать матрицу перехо-

да от данного ортонормированного базиса к ортонормирован-
ному базису, образованному собственными векторами этого 
оператора по схеме, использованной в доказательстве теоремы 
14.6. 

 
Следствие доказано. 

 

МФТИ, Кожевников П.А.



 272 

 

 

Теорема 
14.7. 

Два самосопряженных оператора $A  и $B  имеют об-

щую систему собственных векторов в nE  тогда и 

только тогда, когда ABBA ˆˆˆˆ = . 
 

 Доказательство. 
 
Докажем необходимость. 

Пусть aaA λ=ˆ  и aaB µ=ˆ , тогда  

;ˆˆˆ aaBaAB λµ=λ=  aaAaBA λµ=µ= ˆˆˆ , 

и, вычитая почленно, получим, что oaABBA =− )ˆˆˆˆ( . Посколь-

ку a  – произвольный собственный вектор, то данное соотноше-
ние верно и для всей совокупности собственных векторов, а зна-

чит, и для любого элемента в nE , так как из собственных векто-

ров можно образовать базис. Поэтому $ $ $ $ $AB BA O− = . 
 

Докажем достаточность. 

Пусть самосопряженные операторы $A  и $B  коммутируют и 

пусть, кроме того, aaA λ=ˆ . Рассмотрим здесь лишь случай, ко-

гда все собственные значения оператора $A  различны. 
 

Покажем, что элемент евклидова пространства b Ba= $  является 

собственным вектором оператора $A . Действительно, в силу 
$ $ $ $AB BA=  имеем 

 

baBaBaABaBAbA λ=λ=λ=== ˆˆˆˆˆˆˆ . 
 

Поскольку все собственные значения $A  кратности единица, то 
λ  есть его собственное значение, отвечающее a  и b  одновре-

менно. Поэтому ab κ=  и, поскольку b Ba= $ , также aaB κ=ˆ . 

Значит, a  – собственный вектор оператора $B . 
 

Теорема доказана. 
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